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PRZEDMOWA

0.1. Wprowadzenie

Ksigzka ta ma pomoc Czytelnikowi w zdobyciu podstawowych wiadomosci
na temat modelowania matematycznego i symulacji komputerowej. Jest to
skrypt przeznaczony dla studentéow informatyki i bedzie ukierunkowany
glownie na przekazanie wiedzy informatycznej. Jednak mowiac
0 modelowaniu oraz o symulacji musimy wskaza¢, co modelujemy oraz czego
zachowanie chcemy bada¢ poprzez symulacje. Bez tego wszystkie rozwazania
utong w ogolnikach. Piszacy ten skrypt naukowcy pracuja w Laboratorium
Biocybernetyki AGH w Krakowie. Z tego powodu najlepiej znane (i najbardziej
lubiane) sa dla nich modele systemoéw biologicznych. Wiasnie te systemy beda
wiec w tym skrypcie ,,poligonem”, na bazie ktérego przedstawione beda metody
modelowania i techniki symulacji. Autorzy wyrazaja przy tym nadzieje, ze
przedstawiane przyktady okaza si¢ dla Czytelnikow interesujgce i inspirujace,
poniewaz kazdy z nas posiada cialo, a jego funkcjonowanie jest dla nas
Z pewnos$cia bardziej interesujace, niz zachowanie jakich§ tam systemow
technicznych czy ekonomicznych, ktore takze moglyby by¢ przedmiotem
modelowania i symulacji. Nie powinno to jednak ogranicza¢ uzytecznosci
wiedzy, jaka Czytelnik zdobedzie w wyniku studiowania tego skryptu, bowiem
sposob postgpowania podczas tworzenia modelu i podczas jego komputerowej
symulacji jest zawsze taki sam, niezaleznie od tego, jaki obiekt modelujemy
i symulujemy.

0.2. Odrobina historii, filozofii i metodologii

Jak juz wskazano w poprzednim podrozdziale, ksigzka ta poswigcona jest
modelowaniu jako metodzie opisywania réznych systeméw oraz symulacji
komputerowej jako metodzie wykorzystania narzedzi informatycznych dla
eksperymentalnej eksploracji modeli. Oczywiscie w ksigzce bedziemy si¢ starali
pokaza¢ najnowsze metody modelowania i najnowsze narzedzia shuzace do
komputerowej symulacji. Jak si¢ okazuje, korzeni metodologicznych
rozwazanych tu metod oraz technik szuka¢ trzeba w do$¢ odlegtej przesztosci,
warto wigc temu aspektowi przyjrzec¢ si¢ nieco doktadnie;j.

Juz w glebokiej starozytnosci, najpierw w Babilonii i Asyrii, potem Egipcie
faraon6w, ana koniec (najpelniej inajdojrzalej) - w post-aleksandryjskiej
Helladzie, w nauczaniu wielu medrcéw, kaptandéw i filozoféw dominowat
poglad, Zze aby poznaé prawdziwa strukture Swiata trzeba ja bada¢ poprzez
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geometri¢ i liczby, czyli — jakbySmy to dzi§ powiedzieli — metodami
matematycznymi. Taki poglad i taka metodologie naukowa wyznawali i tworzyli
w  szczegOlnosci nastepujacy filozofowie greccy (wymieniamy ich
chronologicznie):

e Tales z Miletu,
Pitagoras,
Zenon z Elei,
Demokryt z Abdery,
Arystoteles,
Euklides.

Uzyteczno$¢ tych — jak by$my to dzi§ nazwali — modeli matematycznych
badali w starozytno$ci Archimedes i Heron z Aleksandrii, a bardzo bliskie
wspotczesnej matematyce zagadnienia numeryczne rozwazat Diofantes.

Wraz z upadkiem kultury i cywilizacji antycznej ta gataz rozwoju nauki nie
umarla. Przez niekorzystny dla nauki okres europejskiego Sredniowiecza
poglad, ze opis matematyczny jest kluczem do zrozumienia i prawidtowego
opisania §wiata przechowywany byl i rozwijany przez matematykow arabskich,
takich jak:

Abu al-Wafa,

Al Battani,

Omar Chajjam,

Muhammad ibn Musa al-Chuwarizmi?,
Abu Rajhan Muhammad al-Biruni.

Na przetomie XII i XIII wieku myS$lenie matematyczne o $wiecie i o
toczacych sie¢ w nim procesach powrocito do Europy gltownie za sprawa
Leonarda z Pizzy bardziej znanego jako Fibonaccio. Swoj wkiad w ten renesans
matematyki miat tez trzysta lat pdzniej wszechstronny geniusz Renesansu,
Leonardo da Vinci, z modeli matematycznych korzystali wielcy astronomowie:
Mikotaj Kopernik,

Tycho de Brache,
Galileusz,
Johannes Kepler.

Uczonymi, ktérzy matematyczng metodologi¢ poznawania $wiata wyniesli
na najwyzszy poziom byli:
Rene Descartes (Kartezjusz),
Blaise Pascal,
Izaak Newton,
Gottfried Leibniz.

' 0d jego nazwiska pochodzi popularna w informatyce nazwa ,,algorytm”.
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Oczywiscie tych badaczy i myslicieli oraz genialnych matematykow byto
wiecej, ale zeby nie zamienia¢ tego skryptu w namiastke podrecznika historii
matematyki przytoczono tu tylko wybranych twoércéw 1 zwolennikéw
matematycznego opisywania rzeczywistosci. Wspotczesna matematyka
potwierdza wyznawany przez nich poglad, ze tylko matematyczny opis $wiata
jest opisem efektywnym pod wzgledem mozliwos$ci sprawnego wnioskowania
O naturze i istocie opisywanych fragmentow $wiata. Jednak wspolczesna
matematyka znaczaco wzbogaca ilo$ciowo i jakosciowo zasob narzedzi, ktorymi
mozna si¢ postugiwaé przy probach modelowania rzeczywistosci. W ciagu
ponad dwu i p6t tysigca lat rozwoju sztuki matematycznego opisywania $wiata
wytworzono bardzo liczne metody formalne moggce do tego stuzy¢, przy czym
na szczegdlng uwage w kontekscie celow tej ksigzki zastuguje algebra i analiza
matematyczna.

Przy okazji tej og6lnej dyskusji skupmy przez chwile uwage na pewnej
kontrowersji, ktora zaistniala jeszcze w starozytno$ci, a ktora jest zywa wsrod
matematykow do dzis. Otdz jedni z tych badaczy uwazaja, ze matematyka jest
po prostu wygodnym i skutecznym jezykiem do opisu $wiata. Uzywaja jej do
tego, zeby stworzy¢ opis badanego systemu, procesu lub zjawiska, chociaz
wiedza, ze czesto powstajacy opis nie oddaje catej zlozonosci i bogactwa
zjawiska, ktére opisuja. Jednak stosuja ja, bo wiedza, ze od starozytnosci do
dzisiaj matematyka to najlepszy znany nam jezyk do opisu $wiata. Ale trzeba
pamigtac, ze wsrod matematykow funkcjonuje jeszcze jedno podejscie do relacji
matematyki i rzeczywistego $wiata, zwane podej$ciem platonskim. Wyznawcy
tego podejscia uznajg matematyke za podstawowa i esencjonalng istote $wiata,
anie tylko za jezyk do jego opisu. Przy takim zatozeniu modelowanie
matematyczne staje si¢ nie tyle tworzeniem, co odszukiwaniem struktur modeli
istniejgcych obiektywnie w otaczajacej nas rzeczywistosci.

W tej ksigzce stosowaé bedziemy pierwsze podejscie, opierajace si¢
metodologicznie na pracach holenderskiego matematyka Luitzena Egbertusa
Jana Brouwera, wedlug ktérego nie mozna méwié o istnieniu matematycznych
bytow dopdki nie poda sie sposobu na ich skonstruowanie. Matematyczne
modelowanie to wtasnie konstruowanie formalnych opisow dla realnych bytow.
Tym si¢ wlasnie zajmiemy w tej ksigzce, wybierajac (na zasadzie przyktadu)
obiekty biologiczne jako przedmiot szczegétowego modelowania. Powody
takiego wyboru zostaly wyzej wskazane.

Skupimy si¢ tez na tym, co nas czeka, gdy juz skonstruujemy model.

Przez ponad dwa i pdt tysigca lat tworcy modeli matematycznych réznych
elementow rzeczywistego $wiata skazani byli na to, ze analiz¢ wiasciwosci
tworzonych modeli musieli prowadzi¢ ,recznie”, rozwigzujac analitycznie
tworzone przez siebie rownania. Bylo to bardzo pracochlonne, a czgsto takze
frustrujagco nieskuteczne, bowiem spora cze¢§¢ opisOW matematycznych
bedacych dobrymi modelami fragmentoéw rzeczywistego Swiata — analitycznych
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rozwigzan po prostu nie posiada. Na szczgscie od potowy XX wieku w sukurs
tworcom i badaczom matematycznych modeli przyszedt komputer. Od tej pory
modele matematyczne z reguly eksploatuje si¢ z ich pomoca, a symulacja
komputerowa to powszechnie stosowana metoda badania wlasciwosci tych
modeli z wykorzystaniem obliczen numerycznych.

Stosujac modelowanie matematyczne i symulacje komputerowg musimy
jednak bra¢ pod uwagg fakt, ze model matematyczny jest tworem sztucznym,
powigzanym z modelowanym obiektem jedynie za pomoca rozumowania
prowadzonego przez tworzacego model badacza, i na skutek tego moze miec
wlasciwosci, ktorych badany fragment rzeczywistosci weale nie posiada. Obiekt
rzeczywisty zawsze istnieje w jaki§ okreslony sposob, zachowuje si¢ tak, jak
mozemy to zaobserwowac, posiada wtasciwosci, ktore czesto mozemy zmierzy¢
lub inaczej zbada¢ — stowem samym swoim istnieniem obiekt taki dostarcza
rozwiazania ,,danego przez Naturg”. Jesli jednak obiekt ten opiszemy za pomoca
matematyki, to taki opis matematyczny zachowuje si¢ odmiennie. Moze on mie¢
jedno rozwigzanie, moze mie¢ wiele rozwigzan, moze mie¢ nawet nieskonczenie
wiele rozwigzan - albo moze nie mie¢ wcale rozwigzania.

Tutaj komputer nie pomoze. Postugujac si¢ jego potega mozemy bardzo
trudne zadanie rozwigza¢ w stosunkowo krotkim czasie nie ponoszac z tego
tytulu Zadnego wilasnego wysitku. Ale jes$li rozwiazywany problem
matematyczny ma wiele rozwigzan — to komputer znajdzie jedno z nich, na og6t
nie informujac wcale o tym, ze istnieja jakie$S inne mozliwosci. Tymczasem
czesto tak bywa, ze to rozwigzanie skwapliwie dostarczone przez komputer
bedzie nie tym rozwigzaniem, ktore naprawde potrzebujemy. Jeszcze gorzej jest,
jesli ,,zapuscimy” komputerowe obliczenia, a rozwigzywany problem
(matematyczny, a nie ten rzeczywisty, dla ktorego rozwigzywany opis
matematyczny mial by¢é modelem) wcale nie ma rozwigzan. Zachowanie
komputera moze by¢ wtedy trudne do przewidzenia i bardzo zaskakujace dla
oczekujacego na rozwigzanie badacza.

Poczatkujacy tworcy modeli matematycznych ignoruja ten fakt, ograniczajac
swoj wysilek do tego, zeby dla rozwazanego obiektu napisaé roéwnania
matematyczne, ktore go beda opisywaé, a potem uruchomi¢ komputer, zeby
sprawdzi¢, jak ten model si¢ zachowuje. Tymczasem to, co uzyskaja
z komputera, moze by¢ bardzo rdézne od tego, co by chcieli otrzymac.

Dlatego przed przystapieniem do symulacji czyli skomplikowanych i czesto
czasochtonnych obliczen komputerowych warto siegna¢ do teorii i dowiedzie¢
si¢, czy problem, ktory badamy numerycznie ma w ogéle rozwigzanie oraz ilu
rozwigzan powinni$my si¢ spodziewac. Zagadnienie to nie bedzie w tej ksigzce
szczegotowo dyskutowane, ale wazne jest, by studenci poznajacy zasady
modelowania i symulacji komputerowej byli $wiadomi, ze takze 1 w tej
dziedzinie warto poznawac teoretyczne wilasciwosci tworzonych modeli, a nie
ogranicza¢ si¢ do samego tylko sprawnego stosowania narzgdzi komputerowych.
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0.3. Przeznaczenie ksigzKki i jej zawartos¢

Jak wspomniano wyzej, ksigzka ma postuzy¢ do tego, zeby student mogt
pozna¢ pojecie modelu matematycznego, stworzonego dla opisu i badania
okreslonego obiektu lub zjawiska. Piszac ksiazke staraliSmy sig, zeby jej
czytelnik poznat etapy tworzenia modelu i jego identyfikacji, a nastepnie zeby
nauczyt si¢ korzysta¢ z popularnego narzgdzia informatycznego jakim jest
srodowisko MATLAB, bardzo wygodnego przy tworzeniu programow
symulacyjnych dla komputerowego badania wtasciwosci zbudowanych modeli
matematycznych.

Wymienionym wyzej celom poswigcone sa kolejne rozdziaty ksiazki. 1 tak
W rozdziale 1. modelowanie i symulacja komputerowa omowione sa w sposob
og6lny. Rozdziat ten daje calo$ciowy poglad na temat rozwazanej w skrypcie
problematyki, ale nie dostarcza jeszcze zadnych konkretnych narzedzi ani do
tworzenia modeli ani do ich komputerowej symulacji.

Narzgdzia formalne, stuzace do tworzenia modeli matematycznych
rozwazanych systemow, opisane sa w rozdziale 2. Zdefiniowane s3 w nim
podstawowe pojecia i podstawowe zaleznoSci, ktore musza by¢ uwzgledniane w
procesie modelowania. Rozwazania w tym rozdziale prowadzone s3 na bazie
bardzo prostych modeli traktowanych calkiem abstrakcyjnie (bez wigzania
z jakimkolwiek konkretnym obiektem), poniewaz celem tego rozdziatu jest
dostarczenie Czytelnikom podstawowych wiadomosci, ktore powinny by¢
uzyteczne niezaleznie od tego, co i w jakim celu Czytelnicy beda chcieli
W przysztosci modelowaé. Przyktady modeli konkretnych systemow, wraz ze
szczegdtowym pokazaniem drogi ich tworzenia i komputerowej symulacji,
znajduja sie w rozdziale 4.

Po zdefiniowaniu w rozdziale 2. metod formalnych stuzacych do budowy
matematycznych modeli, w nastgpnym rozdziale (o numerze 3.) opisywane jest
narzedzie, pozwalajace wygodnie i sprawnie przenosi¢ modele matematyczne do
komputeréow. Narzedziem tym jest program MATLAB oferujacy cale
srodowisko dla prac zwigzanych z tworzeniem modeli symulacyjnych, ich
eksperymentalnym badaniem oraz przedstawianiem w wygodnej formie
(z intensywnym wykorzystaniem grafiki komputerowej) wynikow tej symulacji.

Po poznaniu ogdlnych zasad tworzenia modeli matematycznych réznych
systemow oraz po wprowadzeniu do metod korzystania z MATLABa Czytelnik
bedzie mogl przesledzi¢ praktyczne stosowanie tych zasad i tych metod na bazie
kilkunastu przykladowych modeli (matematycznych 1 symulacyjnych)
przedstawionych w rozdziale 4. Modele te dotycza systemOéw biologicznych
0 rosngcym stopniu ztozonosci — od modeli tak prostych, ze prawie trywialnych,
az do modeli o sporym stopniu strukturalnej i funkcjonalnej ztozonosci. Sledzac
budowe odpowiednich modeli oraz dziatanie ich symulacyjnych komputerowych
reprezentacji — Czytelnik bedzie moégt poznaé¢ praktyke modelowania
i symulacji komputerowej, ktora jest co najmniej roéwnie wazna, jak
przedstawiana w skrypcie teoria.

Jak wspomniano wyzej (i jak wynika z tytutu skryptu) koncentrujemy si¢ na
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budowie modeli obiektow biologicznych. Jednak przy budowie takich modeli
w przypadku gdy naszym gldéwnym celem jest modelowanie obiektow
biologicznych trzeba wykona¢ dos¢ zlozong prace, w ktorej wyrdzni¢é mozna
nastgpujace etapy:

1. Zebranie danych biologiczno-medycznych i ich systematyzacja.

2. Wyrazenie danych biologiczno-medycznych za pomoca pojgé
matematycznych.

3. Woyszukanie teorii na temat funkcjonowania rozwazanego biologicznego
systemu 1 jego wlasciwosci, a takze wuzgodnienie teoretycznych
przestanek tam, gdzie r6zni badacze przedstawiaja rozne poglady.

4. Podanie odpowiedniego modelu matematycznego, np. funkcji, rownania
rozniczkowego itp. jako propozycji modelu rozwazanego obiektu lub
zjawiska. Wybor modelu oparty jest na teoriach wybranych na etapie 3.
oraz na analizie danych zebranych w etapie 1.

5. Zbadanie wlasnosci modelu matematycznego za pomoca metod
matematycznych. W typowych praktycznych zagadnieniach robi si¢ to
metoda ogolnego sprawdzenia, jaki charakter zalezno$ci przewiduje
model, chociaz w bardziej zaawansowanych badaniach mozna tu
przewidzie¢ nawet dowodzenie ogdlnych wiasciwosci rozwigzan dla
wybranych formut matematycznych.

6. Znalezienie konkretnych wartoéci parametrow wystepujacych w ogolnej
strukturze matematycznego modelu (tak zwana identyfikacja).

7. Stworzenie przy uzyciu odpowiedniego narzedzia informatycznego
(w naszym przypadku MATLABa) - modelu symulacyjnego badanego
obiektu.

8. Przeprowadzenie serii eksperymentéw numerycznych (symulacji
komputerowych modelu dla wybranych warunkow).

9. Interpretacja  biologiczno-medyczna  konstatacji  teoretycznych
(wynikajacych z analizy formul matematycznych) i szczegdtowych
wynikéw symulacji numerycznych.

10. Porownanie wynikow teoretycznych z pomiarami rzeczywistymi
wykonanymi na rzeczywistym obiekcie biologicznym.

11. Ewentualna korekta modelu w celu lepszego dopasowania do danych
rzeczywistych.

12. Ewentualna propozycja nowych badan eksperymentalnych w celu
dalszej weryfikacji modelu.

W niniejszym skrypcie gldéwnym celem jest nauczenie Czytelnika sposobow
budowy modeli oraz metod ich komputerowej symulacji. Z tego wzgledu
Z tuzina wymienionych wyzej czynno$ci, przewidzianych wyzej jako konieczne
do wykonania przy powaznym modelowaniu systeméw biologicznych — w tej
ksigzce bedziemy prezentowaé wytacznie czynnosci wymienione pod numerami
3. oraz 7. Nie zmienia to faktu, ze uwazny Czytelnik obok wiedzy
informatycznej uzyska takze matg pigutke wiedzy biologiczne;j ...
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2 Wprowadzenie do modelowania systemow biologicznych

1.1. Model jako narzedzie o wielu zastosowaniach

Komputery sa dzi§ uzywane wszedzie i do wszystkiego, poniewaz dzigki
wymiennym programom — komputer jest dzi§ bardziej wielozadaniowy niz
najbardziej rozbudowany szwajcarski scyzoryk (Rys. 1.1).

Rys. 1.1. Komputer jest bardzo uniwersalnym narzedziem o wielu
zastosowaniach (rysunek zmontowano z obrazka dostepnego jako MS ClipArt
oraz ze zdj¢cia ze strony http://www.geektoys.pl/foto/1331.jpg)

To zdanie i ten rysunek s3g $wiadomym nawigzaniem do wcze$niej
wydanego w tej samej serii podrgcznika ,,Informatyka medyczna” (ktérego tekst
mozna znalez¢ na stronie http://informatyka.umcs.lublin.pl/files/tadeusiewicz.pdf),
poniewaz chcemy w ten sposob zasygnalizowa¢ bliski zwigzek tresci niniejszego
podrecznika z tamtym, wezesniej wydanym.

W tym podreczniku skupimy si¢ na fakcie, ze jednym z zadan, jakie moze
spetnia¢ komputer, jest symulacja, do ktérej niezbednym wprowadzeniem jest
tworzenie modelu rozwazanego systemu. Modelowa¢ komputerowo mozna
dostownie wszystko. Modele stanowig bazg wspotczesnych badan naukowych
we wszystkich prawie dziedzinach nauki. O tym watku bedzie nieco wigcej
mowy w nastgpnym podrozdziale. Modele sa podstawa nowoczesnej techniki,
gdyz wspolczesny inzynier zanim zbuduje jakiekolwiek nowe urzadzenie —
zawsze najpierw sprawdza jego wiasciwosci i funkcjonowanie za pomoca
matematycznych modeli i komputerowych symulacji. Bardzo podobna role
odgrywaja model isymulacje przy przewidywaniu i sterowaniu rozwoju
gospodarki. Modele wykorzystuje sie do analizy, opisu i prognozowania
procesOw spotecznych a takze wykorzystuje si¢ je szeroko w obszarze polityki
i zarzadzania.

Podana wyzej lista bynajmniej nie jest kompletna, ale wystarczy ta gar$¢
przyktadow, zeby uzasadni¢ tezg, iz tworzenie modeli r6znych systemow oraz
ich badanie przy uzyciu technik komputerowej symulacji — to wazny obszar
zarowno wspotczesnej cywilizacji we wszystkich jej wymiarach jak i wazny
obszar zastosowan informatyki, angazujacy ogromne moce obliczeniowe.
Analizujac obcigzenie najwigkszych superkomputerow (Rys. 1.2) mozna
stwierdzi¢, ze aktualnie najbardziej znaczacym zroédtem zadan, ktorych nie da
si¢ rozwigza¢ za pomocg komputerow typu laptop albo komputer stacjonarny
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klasy PC (Personal Computer) — to sg wilasnie problemy modelowania. Na
przyktad malo kto zdaje sobie sprawe z tego, jak wielkie zapotrzebowanie na
moc obliczeniowg stwarzaja prognozy pogody (oczywiscie oparte na modelach
i komputerowej symulacji) albo projektowanie nowych lekow.

Zapamigtajmy dwie podstawowe definicje:

e Metodyka modelowania rozmaitych systeméw polega na znajdowaniu
dla nich opisow formalnych w postaci matematycznych modeli.

e Technika symulacji rozmaitych systeméw polega na wykorzystaniu
komputera do obliczania wartosci wystepujacych w modelach
matematycznych oraz na wizualizacji wynikoéw w postaci dogodnej do
analizy.

Jak z tego wynika, przy modelowaniu dominuje pierwiastek intelektualny.
Trzeba wymysli¢, jaki ksztalt modelu zastosowaé, co uznaé¢ za jego sygnaty
wejsciowe? i wyjéciowe, jak zdefiniowaé zmienne stanu i parametry — stowem
trzeba stworzy¢ koncepcje. Natomiast symulacja ma juz charakter ewidentnie
techniczny — trzeba zdecydowac¢ sig, jakiego uzy¢ komputera, jakiego jezyka lub
programu symulacyjnego, jak wprowadza¢ dane, jak kontrolowac przebieg
eksperymentu i jak interpretowaé wyniki.

Rys. 1.2. Superkomputer w krakowskim centrum superkomputerowo-
sieciowym Cyfronet z ktérego korzystaja miedzy innymi autorzy tego skryptu
(Zrédto: http://www.cyfronet.pl/uslugi_obliczeniowe/_content/hala.jpg, dostep

wrzesien 2011)

Zwykle jest tak, ze badacz (lub praktyk) chcacy postuzy¢ sie modelem
jakiego$ interesujgcego go  systemu najpierw  poszukuje  modelu

? Przytaczane tu pojecia i terminy beda dalej doktadnie omowione, wigc na
obecnym etapie jesli Czytelnik nie do konca rozumie, o czym szczegdlowo
jest tu mowa — to niech przejdzie chwilowo nad tym do porzadku, bo
wszystko bedzie wkrotce szczegdlowo wyjasnione, a na obecnym etapie
terminy te mozna uznac¢ po prostu za figury retoryczne.
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matematycznego, a potem na jego podstawie tworzy model symulacyjny, ktory
wykorzystuje do swoich celow (opisanych skrotowo nizej). Warto moze jednak
wspomnie¢ w tym miejscu, ze czasem buduje si¢ model matematyczny nie
majac na mysli przeprowadzania badan symulacyjnych, lecz po prostu traktujac
model jako syntetyczny i precyzyjny opis pewnego fragmentu rzeczywistosci. W
ten sposob powstawaty modele matematyczne roznych zjawisk fizycznych, ktore
czasem (mimo braku komputeréw!) prowadzily do zupelie nowych odkryc¢.
Przyktadowo model matematyczny elektromagnetyzmu stworzony w 1861 roku
przez Jamesa Clerka Maxwella (Rys. 1.3) pozwolit odkry¢ fale radiowe, ktore
bez tego modelu moglyby by¢ nieznane jeszcze przez cate stulecia.

Rys. 1.3. James Clerk Maxwell, ktorego model matematyczny nie byt
przedmiotem symulacji, ale i tak doprowadzit do odkrycia fal radiowych
(Zrodto: http://66.90.101.64/arkblog/Maxwell-r.jpg, dostep wrzesien 2011)

Mozliwa jest tez sytuacja odwrotna, to znaczy mozna prowadzi¢ skuteczne
symulacje komputerowe bez tworzenia modelu matematycznego rozwazanego
systemu. Mozliwosci takie stwarza tak zwany model behawioralny, to znaczy
model ktorego zachowanie odtwarza zachowanie rzeczywistego systemu,
chociaz budowa wewngtrzna modelu w niczym nie przypomina budowy
rozwazanego systemu, a przy tworzeniu modelu nie zachodzita potrzeba
analizowania zasad dzialania systemu oraz nie bylo potrzeby S$ledzenia
zwigzkow  przyczynowo-skutkowych  warunkujacych  jego  zachowanie
(Rys. 1.4).

Takim behawioralnym modelem dla wielu systemoéw sa obecnie sieci
neuronowe. Nie jest to odpowiednie miejsce, zeby objasniaé, czym sg te sieci
i jak si¢ je buduje (zainteresowani Czytelnicy mogag uzupetni¢ swojg wiedze
W tym zakresie korzystajac z ksigzki dostgpnej za darmo w Internecie pod
adresem http://winntbg.bg.agh.edu.pl/skrypty/0001/ ) natomiast warto wskazac,
dzigki czemu moga one (sieci neuronowe) modelowaé dowolny system nie
wymagajac tworzenia jego matematycznego modelu. Odpowiedzialny za to jest
proces uczenia sieci neuronowej, ktoérego ogoélny (i bardzo uproszczony)
schemat pokazano na rysunku 1.5. Na rysunku tym widaé, ze sie¢ neuronowa
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(przedstawiona u dolu po lewej stronie), ktora ma si¢ sta¢ modelem
rzeczywistego obiektu widocznego u gory po lewej stronie dostosowuje do tej
roli komputer widoczny po prawej stronie, pelnigcy role ,.nauczyciela”.
Komputer ten obserwuje zachowanie modelowanego obiektu rejestrujac sygnaty
sterujace docierajace do niego (na rysunku oznaczone A) oraz pobierajac
informacje o zachowaniu obiektu (sygnat B na rysunku). Sygnaty A docieraja
takze do sieci neuronowej, ktora ze swojej strony produkuje sygnat C majacy
by¢ przewidywaniem, co zrobi obiekt. Na poczatku oczywiscie sygnaty C maja
si¢ nijak do sygnatéw B, ale rola ,nnauczyciela” (realizujacego odpowiedni
program komputera) jest takie modyfikowanie parametrow sieci (droga tej
modyfikacji jest narysowana grubymi strzatkami, oznaczona jako D), zeby
stopniowo doprowadzi¢ do uzgodnienia prognoz pochodzacych z modelu
(sygnat C) z rzeczywistym zachowaniem obiektu B.

$E-dA = qg’(’f
§B'dA =0 Zo;»:talgzrozumiec’
d(I)B zialanie systemu
§E-ds = —W
ad Jest trudny w uzyciu
i §B'ds = Ho®o dt + Holenc

Pozwala skutecznie

kontrolowaé system
Model

behawio-

Jest fatwy w uzyciu
ralny

Nie rozwija wiedzy

Rys. 1.4. Dla dowolnego rzeczywistego systemu mozliwe jest zbudowanie
doktadnego modelu matematycznego (u gory) lub modelu behawioralnego (na
dole). Oba moga by¢ podstawg symulacji komputerowe;j

Opisany wyzej sposOb tworzenia neuronowego modelu jest bardzo
uproszczony i wiele waznych szczegotow zostato tylko zasygnalizowanych, ale
dostepne jest oprogramowanie, ktdre potrafi robi¢ to wszystko, co zostalo wyzej
opisane  (komplet darmowego oprogramowania do  samodzielnych
eksperymentow z sieciami dostepny jest na stronie:
http://home.agh.edu.pl/~tad/), wiec mozna wyprébowaé dziatanie tego narzedzia
bez zaglebiania si¢ w szczegodty jego budowy i zasad dziatania.
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Rys. 1.5. Tworzenie modelu poprzez uczenie sieci neuronowej. Opis w
tekscie.

Po tej krotkiej wycieczce do tematyki sieci neuronowych i ich stosowania jako
programéw symulujagcych rézne systemy dla ktoérych nie mozemy (lub nie
chcemy) zbudowa¢ modelu matematycznego - wré¢my do typowego schematu
postgpowania, w ktorym budowa modelu matematycznego poprzedza
komputerowa symulacje (Rys. 1.6) i zastandbwmy si¢, co powoduje, ze
modelowanie i symulacje komputerowe s3 tak przydatne i w zwiazku z tym tak
popularne? Ujmujac to samo zagadnienie nieco inaczej mozna powiedzieé tak:
Zanim pokazemy, jak budowac i jak wykorzystywaé rozne konkretne modele (w
szczeg6lnosci systemOw biologicznych) — sprobujemy pokazaé, do czego
generalnie moga si¢ przydawac modele?

Rys. 1.6. Typowa droga od rzeczywistego obiektu, poprzez nagromadzenia

i usystematyzowanie wiedzy na temat tego obiektu do modelu matematycznego

i jego komputerowej symulacji (rysunek zmontowano z obrazkow dostepnych
w przyborniku MS ClipArt)
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Ot6z model dowolnego rozwazanego systemu moze si¢ przydaé¢ do bardzo
wielu roznych celow (Rys. 1.8).

Po pierwsze, model moze by¢ uzyty na etapie projektowania. Moze to by¢
projekt roznych rzeczy: nowego systemu technicznego albo nowej strategii
gospodarczej. Przy kazdym projektowaniu nieocenione wrecz ustugi oddaje
model, ktory pozwala sprawdzié, jak bedzie funkcjonowato to, co projektujemy,
zanim jeszcze poniesiemy koszty, wysitek i ryzyko zwigzane z praktyczna
implementacjg projektowanego obiektu.

Po drugie, gdy przedmiot projektowania zostanie juz zbudowany i
uruchomiony (lub by¢ moze po prostu istnieje, bo byt na przyktad tworem
przyrody a nie dzielem rak ludzkich) to model nadal jest bardzo potrzebny, bo
pozwala na lepsze sterowanie biezacym funkcjonowaniem obiektu. Wygodnie
jest bowiem mie¢ mozliwo$¢ przewidywania na biezaco, jakie beda skutki
takiego lub innego oddzialtywania na rozwazany system, przed podjeciem
rzeczywistego sterowania w rzeczywistym obiekcie. Bledne sterownie moze
bowiem drogo kosztowa¢, a obliczenia komputerowe sg tanie i coraz tansze. Z
tego powodu przy sterowaniu potrzebujemy narzgdzia pozwalajacego
przewidywac jego skutki i umozliwiajacego wybor takiego dziatania, ktore z
jakiego$ punktu widzenia mozna uzna¢ za najbardziej korzystne. Wtasnie model
symulacyjny jest takim narzedziem.

Projektowanie

Sterowanie

Kontrola

Rzeczywisty

obiekt
Diagnozowanie

]

Prognozowanie

/

Rys. 1.8. Rdzne sposoby uzycia modelu (rysunek zmontowano z obrazkow
dostepnych jako MS ClipArt)

Po trzecie, model moze takze pozwalac na biezaca kontrole funkcjonowania
rozwazanego systemu. Zwykle jest bowiem tak, ze w skomplikowanym systemie
nie wszystkie parametry charakteryzujace jego aktualne dziatanie da si¢ prosto
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zaobserwowac 1 precyzyjnie pomierzy¢. Czgsto trzeba wigc podejmowac
decyzje o tym, czy system dziata dobrze, czy tez zmierza do Katastrofy, na
podstawie obserwacji jego zachowania i oceny, jakie nieobserwowalne czynniki
wewnatrz systemu takie wlasnie zachowanie wymuszaja. Model jest w takich
sytuacjach niezwykle pomocny, gdyz pozwala tatwo i tanio sprawdzi¢ wiele
hipotez i oceni¢ dziatanie systemu bardzo precyzyjnie mimo posiadania jedynie
nielicznych i zdecydowanie niekompletnych informacji.

Czwarty obszar zastosowan modelu pojawia si¢ w przypadku, gdy
monitoring wykryje, ze w systemie dzieje si¢ co$ ztego. Zwykle mamy wtedy do
czynienia z jaka$ awaria, ale przy chorym systemie podobnie jak przy chorym
cztowieku — bardzo wazne jest okreslenie rodzaju problemu, czyli postawienie
diagnozy. Model moze odda¢ przy tym wrecz nieocenione ustugi!

Pigty 1 ostatni (z tu wymienianych) obszar zastosowan modelu
matematycznego i komputerowej symulacji wigze si¢ z mozliwosciami
prognostycznymi, jakie uzyskujemy gdy mamy do dyspozycji dobry model.
Przewidywanie przyszlo$ci jest wazne, potrzebne — oraz trudne. Odrzucajac
metody nie naukowe (wrozka, krysztatlowa kula, pisma kabalistyczne itp.) jako
jedyne godne uwagi narzedzia przewidywania przysztosci pozostajg wilasnie
modele. Wprawdzie rézne czynniki moga ogranicza¢ wiarygodno$¢ prognoz
uzyskiwanych przy uzyciu modeli, ale wszelkie inne metody prognozowania
daja jeszcze gorsze rezultaty.

1.2. Modele wykorzystywane w badaniach naukowych

Modele matematyczne i programy symulacyjne wykorzystuje si¢ w réznych
dziedzinach, bo potrzeby wymienione pod koniec poprzedniego podrozdziatu
pojawiaja sie w roznych kontekstach. Zeby jednak nie popas¢ w ogdlnikowe
stwierdzenia, ze modele i symulacje przydaja si¢ zawsze | wszedzie —
przedstawimy w tym podrozdziale obszerny przyktad pokazujacy, jak wazne
i potrzebne sg zastosowania modeli w jednej wybranej dziedzinie, @ mianowicie
w badaniach naukowych.

Odwotujac si¢ do czgstej metafory, okreslajacej obszar juz poznany
naukowo jako o$wietlony, a obszar Nieznanego jako strefe mroku - mozna
zastosowanie modeli wyobrazi¢ sobie w ten sposob: Granicy migdzy znanym i
Nieznanym nie os$wietla si¢ dziesigtkami roéwnomiernie rozmieszczonych
reflektorow, bo to by bylo zbyt kosztowne. Te¢ granice sonduje si¢ waska wiazka
$wiatla, tak cienka, jak promien lasera, ale dzigki temu tak jak laser przenikliwa.

Taka metaforyczna waska wigzka $wiatta to oczywiscie konkretny
eksperyment naukowy albo konkretne studium jakiego$ wybranego tematu. Jest
oczywiste, ze waska wigzka §wiatla wymaga mniej energii (czyli jest tansza),
alew wybranym punkcie moze dostarczy¢ wigcej informacji niz ogromny
reflektor. Zeby jednak przyniosta znaczacy postep wiedzy — trzeba wiedzied,
gdzie t¢ waskg wigzke $wiatta skierowa¢. Odchodzac od metafor i koncentrujac
ponownie uwage na praktyce badan naukowych mozna stwierdzi¢, ze
najwickszy postep w eksplorowaniu tych probleméw naukowych, dla ktérych
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aktualnie brak niezbgdnej wiedzy uzyskuje si¢ wtedy, gdy badania doktadnie si¢
skoncentruje na tych problemach, ktérych rozwigzanie najskuteczniej wzbogaci
wiedze. Trzeba jednak wiedzie¢, jakie to sa problemy. Do tego wlasnie
potrzebna jest teoria, a doktadniej — najsprawniejsze jej narzedzia:
matematyczne modele i symulacyjne programy.

Nie mowimy tu nic nowego, bo tak wlasnie badacze postepuja od lat. Na
przyktad w chemii zwykle najpierw analizuje si¢ rozwazany problem w sposob
teoretyczny (Rys. 1.9), tworzy si¢ jego model, a dopiero potem przystepuje si¢
do dos$wiadczen na rzeczywistych substancjach (Rys. 1.10).

Rys. 1.9. Rozwazania teoretyczne poprzedzajace badania eksperymentalne
w chemii (obraz ze zbioru ClipArt programu MS Office)

Rys. 1.10. Dobrze przygotowany eksperyment chemiczny przynosi wyniki,
ktére sa w znacznym stopniu przewidywalne, a przez to sg tatwiejsze do
interpretacji i do wykorzystania (obraz ze zbioru ClipArt programu MS Office)

Warto  przytoczy¢ pouczajacy przykltad tego, jak modelowanie
matematyczne przyczynito si¢ do sukcesu naukowego, opisujgc (naturalnie z
uproszczeniami i w duzym skrdcie) jak ludzie dokonywali odkry¢ w astronomii.
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Do tego, zeby odkry¢ pig¢ pierwszych planet Uktadu Slonecznego (do
Saturna wiacznie) wystarczyla uwazna obserwacja nieba. Dlatego odkrycia tego
dokonali jeszcze starozytni, a astronomowie przez kilka tysiecy lat przyjmowali
ich istnienie (i ich liczbg) jako pewnik (Rys. 1.11).

Rys. 1.11. Uktad planetarny wedtug starozytnych astronoméw, ktorzy znali
tylko nastepujace planety (od lewej do prawej): Merkury, Wenus, Mars, Jowisz,
Saturn (rysunek pokazuje, ktore planety sa wigksze, a ktore mniejsze, ale nie
zachowuje proporcji)

Do tego, by Ziemi¢ uzna¢ za szdsta planete potrzebny byl geniusz
Kopernika (Rys. 1.12), ale obserwacja tego, ze Ziemia istnieje, nie wymagala
specjalnego wyposazenia — wystarczyto spojrze¢ dookota.

Rys. 1.12. Uktad planetarny po uwzglednieniu odkrycia Kopernika

Odkrycie kolejnej planety Uktadu Stonecznego, nieznanego wczesniej
Urana (dokonane przez Williama Herschela w 1781 roku) bylo skutkiem
zastosowania doskonalszych narzgdzi astronomicznych. Byl to wiec sukces
czystej empirii.

Jednak nastgpna planeta Uktadu, biekitny Neptun, mogta si¢ dlugo ukrywac
przed okiem nawet najlepiej wyposazonych astronoméw, bo w miarg rozwoju
coraz doskonalszych teleskopow przybywalo tez obiektow, ktore mozna bylo
dostrzega¢, obserwowa¢ i badaé. Dlatego odkrycie Neptuna nastgpitlo nie
w wyniku doktadniejszych obserwacji, ale dopiero po tym, jak w 1846 roku
Urbain Le Verrier przewidzial (na podstawie matematycznego modelu ruchu
planet), w ktorym miejscu sfery niebieskiej nalezy go szukaé. Kierujac teleskop
we wskazany przez Le Verriera punkt nieba Johann Gottfried Galle odkryt
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wciggu kwadransa obecno$¢ planety, ktora wczesniej przez setki lat
obserwowaly cale rzesze astronomow (jako pierwszy widzial Neptuna przez swa
lunete Galileusz w 1612 roku), nie wiedzac, co w istocie obserwuja.

To, ze dzisiaj mamy kompletny obraz planet Ukladu Stonecznego (Rys.
1.13) zawdzieczamy wiec najpierw dociekliwym obserwacjom starozytnych
astronomow, potem genialnej teorii Kopernika, nastgpnie udoskonalonym
przyrzadom Herschela i na koniec modelowi matematycznemu, ktory stworzyt
Le Verrier.

Jak wynika z przytoczonych rozwazah, w naukach opisujacych Przyrode
Nieozywiona modele odgrywaja bardzo duzg rolg. Natomiast Przyroda
Ozywiona, w tym takze wiedza o naszych wlasnych ciatach, ich budowie,
funkcjach i chorobach do niedawna uchodzila za catkowicie niepodatna na
zastosowania opisanej wyzej metodologii, poniewaz zlozono$¢ proceséw
zyciowych 1 ich réznorodno$¢ dostownie obezwladniata badaczy, ktorzy
probowali do niej ,,podchodzi¢” z roéznymi teoriami i opartymi na nich
modelami. Dlatego badania biologiczne i medyczne do niedawna w niewielkim
jedynie stopniu korzystaly z mozliwos$ci, jakie stwarza metodyka oparta na
koncepcji modelowania, a postgp w nich byt w duzej mierze nastgpstwem
mnogosci badan empirycznych oraz doskonalenia aparatury.
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Rys. 1.13. Aktualny obraz rodziny planet Uktadu Stonecznego z Uranem
i Neptunem na pierwszym planie oraz z Ksi¢zycem towarzyszacym Ziemi
(Zrodto: http://archiwum.wiz.pl/images/duze/1999/05/99054201.JPG, dostep
wrzesien 2011)

Ta sytuacja ulegta jednak korzystnej zmianie. Udane proby matematycznego
opisu pewnych proceséw biologicznych, na przyklad przemian, jakim podlega
podany do organizmu lek, spowodowaly, ze takze biolodzy i lekarze zaczeli
docenia¢ zalety formalnego modelowania badanej rzeczywisto$ci, potaczonego
z technika komputerowej symulacji. Szczegolnie ten ostatni element jest istotny,
bowiem pozwala na prowadzenie eksperymentow z tworzonymi modelami.
Przyjrzyjmy si¢ moze, jak ta metoda w praktyce funkcjonuje.

Model musi by¢ oparty na doktadnych faktach empirycznych, wigc
W pierwszej kolejnosci wykonuje si¢ liczne eksperymenty biologiczne (Rys.
1.14), a takze zbiera si¢ mndstwo obserwacji klinicznych (Rys. 1.15).


http://archiwum.wiz.pl/images/duze/1999/05/99054201.JPG
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Rys. 1.14. Doswiadczenia biologiczne sg kosztowne 1 wymagaja duzego
wysitku (obraz ze zbioru ClipArt programu MS Office)

Warto dodaé, ze wiaze si¢ to z wielkim wysitkiem, z duzym kosztem
finansowym, a takze — w wielu wypadkach — z ogromnym kosztem moralnym
(zwigzanym z koniecznoscia zadawania cierpienia i $mierci zwierzetom
doswiadczalnym Rys. 1.16).

Rys. 1.15. Rowniez sporego wysitku wymaga gromadzenie i systematyzacja
obserwacji Klinicznych (obraz ze zbioru ClipArt programu MS Office)

Tymczasem przyrost wiedzy uzyskiwany w nastgpstwie tych wszystkich
staran 1 wysitkow bywa niewielki, bo kazda obserwacja biologiczna i kazde
badanie laboratoryjne obcigzone jest calym mnostwem czynnikow
przypadkowych, zaklocajacych i znieksztalcajacych poszukiwang i odkrywang
prawde. Dlatego mimo roznorakich kosztoéw wzmiankowanych wyzej nie mozna
poprzestawaé na niewielu obserwacjach i badaniach, lecz trzeba ich gromadzié
duzo, weryfikujac je, konfrontujac i powtarzajac wielokrotnie. Dopiero po
odpowiednim opracowaniu statystycznym z mozaiki réznych czastkowych
obserwacji biologicznych wylania si¢ jaki$ zestaw faktow i ustalen, ktoére mozna
uzna¢ za pewne i potwierdzone naukowo. Tak si¢ ptaci za wkraczanie na teren
Nieznanego bez uprzedniego zbadania teoretycznego wchodzacych w gre
mozliwosci i bez modelowego antycypowania wynikow eksperymentow jeszcze
przed ich wykonaniem.
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Rys. 1.16. Eksperymenty na zwierzetach wnosza — obok innych kosztow —
takze koszt zwigzany z problemem moralnym prawa do zadawania cierpien w
imi¢ nauki (Zrodto: http://www.yafa.co.uk/images/ae5.qgif, dostep wrzesien
2011)

Tymczasem oparcie badan biologicznych na fundamencie teoretycznym jest
mozliwe ijest w pelni wykonalne. Odpowiednig baza teoretyczng dla badan
biologicznych moze by¢ omawiana doktadniej w czwartym rozdziale ksigzki
modelowanie cybernetyczne systemoéw biomedycznych.

1.3. Modele w zastosowaniach technicznych i gospodarczych

Modelowanie cybernetyczne jako metodologia naukowa oraz symulacja
komputerowa jako technika bedaca na jej ushugach, sg obecnie jednym
z bardziej efektywnych narzedzi wspoélczesnej nauki. Badacze korzystaja
z metod modelowania i symulacji komputerowej dla zglebiania trudnych do
zbadania zjawisk, a takze do odkrywania wspoétzaleznosci i proceséw
zachodzacych w obrebie obiektow juz wstepnie poznanych, ale nie
przebadanych do konca. Byloby jednak sagdem wysoce niekompletnym i wrecz
nieprawdziwym, gdybySmy ograniczyli obszar stosowania  modeli
matematycznych i komputerowych symulacji wytgcznie do sfery nauki. Dobrze
dobrane i whasciwie stosowane modele stanowig nieocenione wprost narzedzie
wspomagajace takze sfer¢ szeroko rozumianej praktyki.

Praktycy stosuja metody modelowania 1 symulacji aby sprawdzié
konsekwencje pewnych dzialan, zanim je podejma w rzeczywistosci.
Wymienmy kilka przyktadow.

W technice projektanci sprawdzaja swoje pomysty przy uzyciu
modelowania isymulacji. Jest to obecnie obligatoryjny sktadnik procesu
komputerowo wspomaganego projektowania inzynierskiego (Rys. 1.17).


http://www.yafa.co.uk/images/ae5.gif
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_ Rys. 1.17. Przy projektowaniu inzynierskim szeroko korzysta si¢ z modeli
(Zrodto: http://www.dreamcss.com/2009/03/12-graphicsimagesphotographs-
freeware.html, dostep lipiec 2011)

Modelowanie komputerowe obiektow technicznych na etapie prac
koncepcyjnych 1 konstrukcyjnych jest bardzo cennym narzedziem w re¢ku
projektanta, bo tylko w ten sposob projektowany system moze zostaé
sprawdzony jeszcze przed jego realizacja. Sprawdzenia moze dotyczy¢ spraw
bardzo prostych — na przyktad tego, czy oddzielnie wykonywane fragmenty
wigkszej konstrukcji beda po wykonaniu pasowaty do siebie (Rys. 1.18).

Rys. 1.18. Model jako sktadnik procesu projektowania inzynierskiego
pozwala sprawdzi¢ wiele whasciwosci projektowanego obiektu przed jego
realizacjg (Zrédto:
http://www.mclellanengineering.com/images/proescreen_u.jpd, dostep lipiec
2011)

Modelowanie i symulacja komputerowa mogg by¢ zastosowane nie tylko do
tego, zeby projektowany element zaprojektowaé w sensie jego parametrOw
technicznych i w sensie jego wygladu, ale takze Zeby zaprojektowac sposob
wytworzenia projektowanego urzadzenia. W szczegélnosci mozna na etapie
projektowania wspomaganego modelem zaprojektowaé dziatanie numerycznie
sterowanej obrabiarki, ktora zgodnie z tym projektem wykona wymagang czgs$¢
mechanizmu lub inny przewidziany do wykonania detal (Rys. 1.19).


http://www.dreamcss.com/2009/03/12-graphicsimagesphotographs-freeware.html
http://www.dreamcss.com/2009/03/12-graphicsimagesphotographs-freeware.html
http://www.mclellanengineering.com/images/proescreen_u.jpg
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Rys. 1.19. Model pozwala zaprojektowac takze sposob wykonania nowego
wyrobu (Zrédto: http://metal-engravings.com/wp-content/uploads/2011/08/Cad-
Cam.jpg, dostep lipiec 2011)
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Rys. 1.20. Ekran projektanta korzystajacego z symulacji komputerowej
podczas projektowania samochodu. (Zrodto:
http://www.safefreesoftware.com/Software/ CADSoftTools/cadimagedll.png,
dostep wrzesien 2011)



http://metal-engravings.com/wp-content/uploads/2011/08/Cad-Cam.jpg
http://metal-engravings.com/wp-content/uploads/2011/08/Cad-Cam.jpg
http://www.safefreesoftware.com/Software/%20CADSoftTools/cadimagedll.png
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Znaczenie wazniejsze jest to, ze tworzac model okre$lonego systemu
technicznego na etapie jego projektowania mozna takze zasymulowac jego
dzialanie 1 sprawdzi¢, jak projektowany obiekt bedzie si¢ zachowywat
w warunkach eksploatacji. Moze to dotyczy¢ migdzy innymi projektowania
samochodow (Rys. 1.20). Zanim nowoczesny samochod zostanie zbudowany
w formie doswiadczalnego prototypu — wszystkie jego czesci sg wszechstronnie
przebadane w warunkach symulacyjnych. Badania symulacyjne kontynuuje si¢
potem laczac przebadane juz czeSci w wigksze podzespoty (na przykiad
elementy zawieszenia samochodu w model catego podwozia), az wreszcie
uzyskuje si¢ model symulacyjny calego auta, ktéry mozna wyprobowaé
w warunkach symulowanej jazdy po gladkiej autostradzie, ale takze
w warunkach symulowanej jazdy po symulowanych nierownoS$ciach terenu.

Rys. 1.21. Modele matematyczne i symulacja komputerowa sa tez
niezbednymi sktadnikami symulatorow wykorzystywanych w celach
szkoleniowych (Zrodto: http://www.funfly.pl/assets/images/flight-
simulator2004.jpg, dostep lipiec 2011)

W efekcie takiego symulacyjnego ,,maltretowania” projektu do minimum
zredukowane jest niebezpieczenstwo tego, ze po realnym wybudowaniu
samochodu ujawnig si¢ jakie$ nieprzewidziane usterki 1 prototyp trzeba bedzie
przebudowywaé. Ma to szczegodlne znaczenie w przemysle lotniczym, gdzie
dzieki zastosowaniu modeli matematycznych i symulacji komputerowej do
minimum zredukowano prawdopodobienstwo wypadku podczas oblatywania
prototypu. Wczesniej zawdd pilota-oblatywacza zwigzany byl z ogromnym
ryzykiem.


http://www.funfly.pl/assets/images/flight-simulator2004.jpg
http://www.funfly.pl/assets/images/flight-simulator2004.jpg
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Rys. 1.22. Wykorzystanie symulatora w szkoleniu kierowcow (Zrodto:
http://resources3.news.com.au/images/2010/11/03/1225947/497239-driving-

simulator.jpg, dostep lipiec 2011)

Model projektowanego pojazdu moze zreszta przydaé si¢ takze pozniej, gdy
pojazd ten (na przyktad wspomniany wyzej samolot) bedzie juz zbudowany
i bedzie trzeba szkoli¢ personel, ktory go bedzie obstugiwat. Nauka pilotazu na
symulatorze (Rys. 1.21) to dzi§ nieodzowny element szkolenia lotniczego,
a potwierdzona w praktyce przydatno$¢ takich symulatorow w lotnictwie
spowodowala, ze analogiczne techniki stosuje si¢ obecnie takze przy szkoleniu
kierowcow (Rys. 1.22), a takze w innych zawodach (Rys. 1.23).

Rys. 1.23. Symulatory stosuje si¢ przy szkoleniu takze w wojsku (Zrodto:
http://gadgets.softpedia.com/images/news/Cubic-Corporation-Develops-
COMBATREDI-Fight-Simulator-2.jpg, dostep lipiec 2011)

Podziwiajac znakomitg grafik¢ komputerowa uzywang do realistycznego


http://resources3.news.com.au/images/2010/11/03/1225947/497239-driving-simulator.jpg
http://resources3.news.com.au/images/2010/11/03/1225947/497239-driving-simulator.jpg
http://gadgets.softpedia.com/images/news/Cubic-Corporation-Develops-COMBATREDI-Fight-Simulator-2.jpg
http://gadgets.softpedia.com/images/news/Cubic-Corporation-Develops-COMBATREDI-Fight-Simulator-2.jpg
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przedstawienia symulowanych sytuacji oraz licznych urzadzen wspomagajacych
dzialanie szkoleniowych symulatorow (na przyklad w symulatorach lotu
imitowany jest nie tylko obraz za oknami kokpitu, dzwieki docierajace do
pilotow, wibracje samolotu — ale takze przyspieszenia, jakim podlegajg ich ciata
w roznych fazach lotu) — musimy pamigtaé, ze ,,sercem” wszystkich tych
maszyn sg programy symulacyjne oparte na modelach matematycznych — czyli
wlasnie to, o czym jest mowa w tym skrypcie.

Modele matematyczne i programy symulacyjne doskonale sprawdzajg sig¢
takze w zastosowaniach ekonomicznych. Je$li potrafimy zamodelowad
okreslone zjawiska i procesy ekonomiczne, to taki model moze by¢ potem
uzytkowany jako element systemu wspomagania zarzadzania. Jest to bardzo
korzystne, bo dzigki uzyciu modelu zarzadzajacy moze sprawdzi¢ skutki
okreslonego dziatania zanim si¢ je zastosuje w realnym obiekcie (Rys. 1.24).
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Rys. 1.24. Model jako element systemu wspomagania zarzadzania (Zrédto:
http://www.sandia.gov/nisac/images/nable_1 _lg.jpg, dostep lipiec 2011)

Modele matematyczne okreslonych procesow ekonomicznych moga
stanowi¢ takze jadro narzedzi edukacyjnych zwanych grami kierowniczymi.
Podobnie jak symulatory lotu pozwalaja bezpiecznie szkoli¢ pilotow, tak gry
kierownicze daja mozliwo$¢ szkolenia menedzerow, ktéorzy mogag sprawdzié
swoja wiedze 1 umiejetnosci podejmowania trafnych decyzji na komputerowym
symulatorze zanim podejmag trud prawdziwego zarzadzania w warunkach
prawdziwej, a nie symulowanej gry rynkowej. Ekonomiczne gry kierownicze nie


http://www.sandia.gov/nisac/images/nable_1_lg.jpg
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sa tak fotogeniczne jak pokazane na rysunkach 1.21 i 1.22 symulatory
wykorzystywane w technice, jednak obserwacja zachowan uczestnikow tych
gier (Rys. 1.25) upewnia, ze angazuja one nie tylko intelekt uczestnikow, ale
takze ich emocje.

Rys. 1.25. Symulacja procesow ekonomicznych moze wzbudza¢ prawdziwe
emocje (Zrodto: http://www.email-management-training.com/, dostep lipiec
2011)

Przyktady zastosowania modeli i symulacji mozna by mnozy¢. Nauczyciele
uciekaja sie do modeli, bo przy ich pomocy mozna lepiej wyjasni¢ istote
przedstawianych uczniom obiektow i systemOw, niz operujac sama teoria.
Podczas eksperymentow symulacyjnych mozna doktadniej kontrolowaé
przebieg demonstrowanego zjawiska niz w przypadku eksperymentu
prowadzonego na rzeczywistych obiektach. Lekarze szkola si¢ na wirtualnych
pacjentach. Tworcy gier komputerowych wykorzystuja symulacje do tego, zeby
postacie i obiekty wystepujace w grach realistycznie poruszaty si¢ i prawidlowo
reagowaly na zdarzenia, bedace istotg gry.

Mozna by bylo podac¢ jeszcze bez liku przyktadéw pokazujacych, jak bardzo
uzyteczna jest metodologia modelowania i1 technika symulacji, ale mozna
zatozy¢, ze Czytelnik sam potrafi wskaza¢ dalsze przyktady pozyskiwania
informacji naukowych z pomoca modeli i skutecznego rozwigzywania
probleméw praktycznych z pomocg symulacji. Wszystkie te przyktady swiadcza
0 tym, ze metodologi¢ modelowania oraz technik¢ symulacji komputerowej
warto pozna¢ i umiejetnie stosowa¢. Temu stuza nastepne rozdzialy skryptu.


http://www.email-management-training.com/
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2.1. Wstep

Tworzenie modelu dowolnego systemu jest procesem, w ktorym trzeba
wykona¢ okreslone czynnosci w okreslonej kolejnosci i z okreslonymi
powigzaniami pomiedzy nimi, bo tylko w ten sposob mozna mie¢ gwarancje
osiagnigcia postawionego celu. Metodyka tworzenia modeli systemow byta
dyskutowana przez wielu autorow w wielu artykulach i ksigzkach, my jednak
(ze wzgledéw czysto sentymentalnej natury) przytoczymy tu schemat, ktory
zostal po raz pierwszy =zaprezentowany w 1978 roku na konferencji
»Modelowanie Cybernetyczne Systemow Biologicznych”, a potem zostat
opublikowany w 1979 roku w materiatach z tej konferencji®. Schemat ten
przedstawia rysunek 2.1. Byl on po raz pierwszy wydrukowany ponad 30 lat
temu — ale jego tre$¢ pozostaje aktualna do dzis.

eksperymenty OBIEKT dane EFORMALIZACJA zatozenia
» BIOLOGICZNY > '7

¥

model | matematyczny

\ 4
IDENTYFIKACJA

parametry| modelu

v jezyk symulacyjny

PROGRAMOWANIE

program [symulacyjny

wilasnosci
komputera

wyniki | modelowania

Rys. 2.1. Elementy modelowania i komputerowej symulacji

Na rysunku 2.1 sugerowane jest, ze modelowanym obiektem jest OBIEKT
BIOLOGICZNY — bo wlasnie taki byl temat konferencji, na ktorej schemat ten
byt prezentowany i taki jest takze tytut tej ksiazki. Jednak od razu warto
podkresli¢, ze metodyka modelowania i symulacji jest taka sama niezaleznie od
tego, czym jest modelowany obiekt i jakie jest przeznaczenie wynikoéw
symulacji. Na rysunek 2.1 mozna wigc patrze¢ jako na schemat bardzo ogdlnej
metodyki.

® Tadeusiewicz R.: Metodologia modelowania cybernetycznego systeméw
biologicznych. Modelowanie Cybernetyczne Systemow Biologicznych,
Akademia Medyczna, Krakow 1979, str. 26-33
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Rys. 2.2. Zrédtem danych do modelowania moga by¢ do$wiadczenia in vitro
(Zrédto: http://medicine.yale.edu/neurobiology/Images/bannerFull
1280_70965YMS810 _0021_Neurology.jpg, dostep wrzesien 2011)

Punktem wyj$cia procesu przedstawionego na rysunku 2.1 sg dane, jakie
potrafimy zebra¢ o modelowanym obickcie. Dane te moga pochodzi¢ z biernej
obserwacji zachowania obiektu i jego reakcji na zdarzenia, ktore towarzysza
jego normalnemu bytowaniu, wzglednie mozna prowadzi¢ specjalne
eksperymenty ukierunkowane na to, zeby te potrzebne dane uzyskac.
W pierwszym przypadku mowimy o tak zwanej identyfikacji biernej, w drugim
mamy natomiast do czynienia z tak zwang identyfikacja czynna. W odniesieniu
do rozwazanych w tej ksigzce systemow biologicznych identyfikacja bierna jest
jedyng dozwolona w odniesieniu do cziowieka (chyba ze uzyskamy zgode
komisji bioetyki na eksperyment z udzialem ludzi — w szczegodlnosci
eksperyment kliniczny). Natomiast identyfikacja czynna mozliwa jest do
wykonania z wykorzystaniem specjalnie hodowanych lub wyosobnionych
z organizmu pojedynczych komoérek czy tkanek (tak zwany eksperyment in vitro
— Rys. 2.2) wzglednie czynng identyfikacje mozna prowadzi¢ na zwierzetach
doswiadczalnych (tak zwany eksperyment in vivo — Rys. 2.3) — chociaz w tym
ostatnim przypadku komisja bioetyki takze musi wydaé zezwolenie, bo
w historii nauki zbyt czesto sukces badawczy byl okupiony niepotrzebnym
cierpieniem i §miercig zwierzgt doswiadczalnych.
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Rys. 2.3. Zrodlem danych do modelowania mogg by¢ tez doswiadczenia in
vivo (Zrédto:
http://rockingyourboat.files.wordpress.com/2011/04/lab_mouse.jpg, dostep
wrzesien 2011)

Po zgromadzeniu odpowiedniego zasobu danych nastgpuje etap ich
FORMALIZACII, czyli ustalania ksztaltu modelu matematycznego. Zwykle
najpierw tworzony jest tak zwany model konceptualny czyli model obejmujacy
ogblne zalozenia i definicje analizowanego procesu. Stanowi on podstawe do
opracowania modelu matematycznego badz numerycznego.

Inspiracja do Bezposrednie i posrednie Wspomaganie
dalszych badan zastosowania w praktyce nauczania
naukowych i uczenia sie

Rys. 2.4. Scenariusze wykorzystania modelu

Wazne i zaznaczone na schemacie 2.1. pojecie zalozenia obejmuje
wszystkie przyjmowane na poczatku procesu tworzenia modelu ustalenia
determinujace ksztatt modelu. Zatozenia formutuje tworca modelu bioragc pod
uwage wihasciwosci modelowanego obiektu oraz cel i zakres modelowania, a


http://rockingyourboat.files.wordpress.com/2011/04/lab_mouse.jpg
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takze przewidywane scenariusze wykorzystania modelu. Scenariusze te moga
obejmowaé wykorzystanie modelu jako zrédta dodatkowej inspiracji naukowej,
mogg wychodzi¢ naprzeciw okre§lonym potrzebom praktyki (na przyktad
w zastosowaniu do diagnostyki medycznej i do planowania oraz kontrolowania
terapii), a takze moga przewidywaé wykorzystanie modelu jako narzgdzia
dydaktycznego (Rys. 2.4).

Ze stworzonego modelu konceptualnego wynika ksztalt modelu
matematycznego. Oczywiscie wynikanie to nie ma charakteru automatycznego,
ale kierowane jest naturg modelowanego systemu. Uproszczony schemat
procesu decyzyjnego towarzyszacego znajdowaniu wiasciwej formy modelu
matematycznego przedstawia rysunek 2.5.

i " Modelowany
. } obiekt biologiczny
i Statyczny czy ;
[ 7;:| dynamiczny?
tat
Statyczny dynamiczny

liniowy Liniowy czy nieliniowy Rownanie
i nieliniowy? 1 %@ rozniczkowe
.
Formuta Formuta i
algebraiczna algebraiczna
liniowa nieliniowa

Rys. 2.5. Najwazniejsze decyzje podejmowane podczas wybierania ksztaltu
modelu matematycznego rozwazanego obiektu (rysunek zmontowano
Z obrazkow dostepnych w przyborniku MS ClipArt)

Po zdefiniowaniu modelu matematycznego pod wzgledem jego ksztattu
zachodzi zwykle konieczno$¢ IDENTYFIKACII tego modelu, to znaczy
wyznaczenia takich wartosci parametréw znajdujacych si¢ w wybranych (co do
ksztattu) rownaniach, ktére zapewnia zgodno$¢ zachowania modelu ze znanymi
formami zachowania rozwazanego obiektu. Wiasnie w tym momencie istotny
staje si¢ wspomniany wczesniej podzial metod badania obiektu na identyfikacje
bierng 1iidentyfikacj¢ czynng. Identyfikacja czynna trwa krocej i dostarcza
bardziej wartosciowych wynikéw, jednak nie zawsze jest mozliwa do
przeprowadzenia. Dane pochodzace z identyfikacji (zar6wno czynnej, jak
i biernej) wymagajg odpowiedniego obrobienia matematycznego, zeby mozna
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bylo na ich podstawie znalez¢é potrzebne wartoSci parametrow modelu (patrz
takze podrozdzial 2.2.5). Rozwazmy prosty przyklad®.

Powiedzmy, ze chcemy zbudowa¢ model zwiazkéw miedzy iloScia
witaminy D w pozywieniu a wystgpowaniem zmian w ko$ciach znanych pod
krotka nazwa krzywicy. Zatozymy (patrz Rys. 2.5), ze bedzie to model statyczny
i ze modelowang zalezno$¢ bedziemy aproksymowali modelem liniowym. W ten
sposob stworzyliSmy model konceptualny rozwazanego problemu.

Z podanych zatozen wynika, ze matematyczny model wigzacy stopien zmian
wywotanych krzywica (oznaczony jako Y) z ilo$ciag witaminy D w pozywieniu
(oznaczona jako X) bedzie miat forme:

Y=AX+B (2.1)

Dla kompletu definicji modelu matematycznego musimy jeszcze okreslic,
jak beda wyrazane ilosciowo wartosci X 1 Y. Ot6z wartos¢ X okreslajgca ilos¢
witaminy D w pozywieniu bedzie okreslana jako logarytm ilosci witaminy D
przyjmowanej w rozwazanym okresie czasu (wyrazonej w miligramach).
Zastosowanie skali logarytmicznej ma w tym przypadku uzasadnienie w fakcie,
ze oddziatywanie wigkszosci czynnikow fizycznych i chemicznych na
organizmy zywe jest proporcjonalne wilasnie do logarytmu rozwazanej
wielko$ci, a nie do niej samej. Powszechnie znanym przykladem jest wyrazanie
glosnosci dzwigkéw w decybelach, czyli w wartosciach okreslajacych logarytm
wielkosci energii niesionej przez dzwigk, co lepiej odpowiada subiektywnemu
wrazeniu, niz gdyby skalowana byta sama energia (albo moc) fali dzwickowe;.

Warto$¢ Y majaca interpretacje wielko$ci zmian bedacych nastgpstwem
krzywicy okreslana bedzie w ten sposob, ze beda wykonywane zdjecia
rentgenowskie prawego stawu kolanowego i begda oceniane wielkoSci zmian
krzywiczych widocznych na tym zdjeciu poprzez ich porownywanie z zestawem
fotografii standardowych opatrzonych numerami od 1 do 12 (stopniowanie idzie
w kierunku wzrastajacego wyleczenia krzywicy). Kazde zdjecie rentgenowskie
jest oceniane przez kilku doswiadczonych radiologéw, a ich oceny sa usredniane
— i wladnie ta $rednia stanowi rozwazang w modelu warto$¢ Y.

Zadaniem, ktore teraz przed nami stoi jest identyfikacja modelu
matematycznego podanego wzorem (2.1) to znaczy wyznaczenie wartosci
wystepujacych w tym wzorze parametrow A |1 B. Wlasciwie powinnismy si¢
postuzy¢ identyfikacjg bierna, to znaczy wybraé grupe dzieci (bo krzywica jest
chorobg wieku dzieciecego) i przez dtuzszy okres czasu (na przyktad przez rok)
obserwowa¢ wszystko, co jedza, analizowa¢ sumaryczng ilo$¢ witaminy D
W tym pozywieniu, a potem u wszystkich dzieci wykona¢ opisane wyzej badanie
radiologiczne prawego stawu kolanowego — no i probowaé korelowaé uzyskane
wyniki dla okreslenia potrzebnych warto$ci parametrow A i B. Jak widac,
zgodnie z tym, co zapowiedziano w trakcie dyskusji ogoélnej (teoretycznej)

* Przyklad ten zaczerpniety zostal z ksiazki: Tadeusiewicz R., lzworski A.,
Majewski J.: Biometria. Skrypt Uczelniany AGH, Krakow, 1993
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identyfikacja bierna jest procesem dtugotrwatym, ucigzliwym i kosztownym.

Dlatego zdecydujemy si¢ na identyfikacje czynna. Wezmiemy 8 grup
mtodych szczurow po 10 zwierzat w kazdej grupie. Wszystkie te szczury
najpierw przez dwa tygodnie bedziemy karmi¢ dieta ubogg w witamine D, Zeby
wywota¢ u nich krzywice. Nastepnie przez kolejne dwa tygodnie szczurom w
kazdej grupie podawa¢ bedziemy preparat zawierajacy witaming D. Zeby
okresli¢ wzrost skutecznosci leczenia ze wzrostem dawki witaminy D — kazdej
grupie szczur6w podamy inng dawke. Szczury pierwszej grupy otrzymajg dawke
2,5 mg witaminy D (co odpowiada po zlogarytmowaniu wartosci X = 0,398), a
szczury kazdej kolejnej grupy beda otrzymywaly dawke dwa razy wieksza, niz
grupa poprzednia (druga grupa dostanie wigc 5 mg co odpowiada wartosci X =
0,699, a ostatnia grupa dostanie dawke az 320 mg co odpowiada wartosci X =
2,505).

Szczury kazdej grupy zostang potem poddane badaniu radiologicznemu
prawego kolana w celu ustalenia, na ile zmiany zwigzane z krzywicg cofnety si¢
w wyniku leczenia witaming D. Usrednione wyniki w postaci wartosci X i Y
zestawiono w tabeli 2.1.

Tabela 2.1. Przyktadowe wyniki potrzebne do identyfikacji modelu (2.1)

X10,3980(0,6990|1,0000 | 1,3010 | 1,6020 | 1,9030 | 2,2040 | 2,5050
Y 10,2500 |1,0833|1,6667 | 2,8333 | 3,5833 | 4,3333 | 4,9167 | 5,5555

Wyniki zebrane w tabeli 2.1 mozna obejrze¢ w formie graficznej na rysunku
2.6. Widac¢, ze rozwazana zalezno$¢ jest liniowa.

6,0000
5,0000 ¢
4,0000
3,0000 o
2,0000
1,0000 *

0,0000 L3 . . . . .
0,0000 0,5000 1,0000 1,5000 2,0000 2,5000 3,0000

4

Rys. 2.6. Wykres danych uzytych do budowy modelu

Po przeprowadzonej identyfikacji mozemy przystagpi¢ do wyznaczenia
warto$ci parametrow modelu A i B. W rozwazanym tu przypadku sprawa jest
prosta, bo sg tatwo dostepne narzedzia, za pomocg ktoérych mozna wyznaczy¢ te
parametry jako tak zwane wspolczynniki regresji liniowej. Jest to mozliwe do
wykonania w popularnym Excelu, ale tak proste zadanie moze by¢ wykonane
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nawet za pomoca kieszonkowego kalkulatora. Czytelnicy zainteresowani
formutami matematycznymi zgodnie z ktéorymi wyznaczane sg parametry A i B
mogg siggna¢ do wyzej cytowanej ksigzki z ktérej pochodzi przedstawiany
przyktad. Jest to tatwe, poniewaz ksigzka ta dostgpna jest w calosci pod
adresem:

http://winntbg.bg.agh.edu.pl/skrypty2/0086/main.html

Odpowiednie obliczenia dostarczajg nastgpujgcego wyniku:
A=25115
B =-0,6454

W ten sposob identyfikacja modelu zostala dokonana. Jak wynika z
rysunku 2.1 identyfikacj¢ mozna niekiedy pominaé (gdy nie zalezy nam na
zgodnosci modelu z jakim$ konkretnym obiektem, tylko budujemy ogdlny
model przegladowy), ale zwykle identyfikacje przeprowadzi¢ trzeba.

Majac model matematyczny wyposazony w komplet prawidlowo dobranych
parametrow mozemy przystagpi¢ do budowy programu symulacyjnego. Na te¢
czynno$¢, okreslong na rysunku 2.1. jako PROGRAMOWANIE wptyw ma
wybrany do realizacji naszego modelu jezyk symulacyjny. W tej ksigzce
zatozono, ze uzywanym w niej jezykiem symulacyjnym (a dokladniej —
srodowiskiem symulacyjnym) bedzie MATLAB, wigc na ten temat wiele wiecej
W tym miejscu mowi¢ nie bedziemy, odsytajac Czytelnika do nastgpnego
(trzeciego) rozdzialu, w ktorym bedziemy mieli do czynienia z opisem
MATLABa i nauka jego stosowania.

Nastepnym (ostatnim juz) blokiem wystgpujagcym na schemacie 2.1 jest
SYMULACJA. Symulacja pozwala uzupelni¢ wyniki eksperymentow
prowadzonych na rzeczywistym obiekcie biologicznym o wyniki uzyskane
zkomputera w rezultacie przeprowadzonych na tym komputerze
eksperymentow numerycznych. W okresie, gdy przestawiony na rysunku 2.1
schemat byl tworzony (to znaczy w latach 70. XX wieku) komputery byly
bardzo zroéznicowane, stad zastosowana na rysunku strzatka wskazujaca, ze na
wyniki symulacji maja wplyw wlasciwosci uzywanego komputera. Dzi$
technika komputerowa jest bardziej zunifikowana, wigc symulacja tego samego
modelu na bardzo r6znych komputerach (na przyktad na matym laptopie albo na
ogromnym superkomputerze) przebiega prawie identycznie, a réznica polega
jedynie na tym, ze z pomocg superkomputera wyniki modelowania mozemy
uzyska¢ znacznie szybciej, niz przy uzyciu laptopa. Niemniej symulacje
przeprowadza si¢ zawsze tak samo i zawsze w podobny sposob wykorzystuje si¢
jej wyniki. Na temat tego ostatniego zagadnienia obszerniej podyskutujemy
W ostatnim podrozdziale tego rozdziatu.


http://winntbg.bg.agh.edu.pl/skrypty2/0086/main.html
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2.2. Ogolna metodyka tworzenia modeli

2.2.1. Uwagi wstgpne

Przeprowadzona wyzej ogo6lna dyskusja i przedstawiony og6lny schemat
zrysunku 2.1 muszg teraz zosta¢ nasycone konkretng trescig, zeby Czytelnik
chcacy si¢ nauczy¢ trudnej sztuki modelowania matematycznego i symulacji
komputerowej — dysponowat szczegotowymi wskazéwkami, okreslajacymi, jak
powinien postgpowa¢ i na co winien zwraca¢ uwagg. Opisane nizej etapy
postgpowania przy tworzeniu modelu majg zastosowanie przy modelowaniu
dowolnych obiektow, jednak zgodnie z metodyka przyjeta w calej tej ksigzce
bedziemy ogoélne rozwazania ilustrowali przykladami nawiazujagcymi do
modelowania obiektow i systemow biologicznych.

2.2.2. Wydzielenie obiektu modelowania

Przedstawiajac metodyke tworzenia modeli zlozonych systeméow zaczaé
musimy od tego, ze czynnoscig wstepng, niezmiernie potrzebng przy tworzeniu
kazdego modelu jest wyodrebnienie modelowanego obiektu i potraktowanie
wszystkich innych elementéw §wiata jako otoczenia (Rys. 2.7).

Rys. 2.7. Poczatek tworzenia modelu zlozonego systemu: wydzielenie
obiektu modelowania oraz jego otoczenia

W dalszym ciggu zajmowac¢ bedziemy si¢ wylgcznie obiektami, ignorujac
otoczenie. Zaktadamy przy tym, ze granice obiektu (poza $cisle zdefiniowanymi
kanatami wejSciowymi 1 wyjsciowymi) sg nieprzenikliwe dla informacji.
Oznacza to, ze do wnetrza obiektu nie docierajg zadne sygnaty informacyjne, jak
rowniez z wnetrza obiektu nie wydostaja si¢ zadne sygnaly na zewnatrz (Rys.
2.8). Oczywiscie chodzi o sygnaty nie kontrolowane, bo sens modelowania
polega na tym, ze na wydzielony obiekt bedziemy chcieli wplywaé za pomoca
kontrolowanych przez nas sygnaléw wejsciowych, a jego zachowanie bedziemy
chcieli obserwowaé za pomocg sygnalow wyjsciowych. O tych sygnatach
bedzie jednak mowa w kolejnym podrozdziale. Natomiast sygnaty
przedstawione na rysunku 2.8 jako ,,odbijajace si¢” od granic obiektu sa to
sygnaly nad ktorymi nie mamy kontroli (w odniesieniu do sygnalow
probujacych wniknaé do wnetrza obiektu) oraz sygnaly, ktorych nie potrafimy
zaobserwowac i wykorzysta¢ (to w odniesieniu do sygnatow, ktore usitujg si¢
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wydosta¢ z obiektu na zewnatrz).

Rys. 2.8. Obiekty w modelowaniu traktujemy jako izolowane pod wzgledem
informacyjnym — informacja z zewnatrz moze dociera¢ do nich tylko przez
wyroznione i obserwowane kanaty

Jesli warunek wyrazony obrazowo na rysunku 2.8 nie jest spetniony, to
znaczy jesli do wnetrza obiektu dostajg si¢ niekontrolowane sygnaty lub jesli
takie sygnaly wydostaja si¢ na zewngtrz — to mowimy o zakléceniach. Jak
wida¢ zakldcenia moga by¢ egzogenne lub endogenne. Egzogenne biorg si¢ stad,
ze otoczenie komunikuje si¢ z rozwazanym obiektem i wplywa na jego stan oraz
determinuje jego dziatanie w sposdb niezalezny od kanatow wejsciowych za
pomoca ktéorych my chcemy rozwazanym obiektem sterowaé. Na skutek
oddzialywania zaktocen egzogennych obiekt moze si¢ zachowywaé w sposob
dla nas nieoczekiwany, zaskakujacy, nie dajacy si¢ opanowaé — sg wigc one
zdecydowanie szkodliwe. Zakltocenia endogenne powoduja, Ze nasz obiekt
»sieje” do otoczenia rozne nie kontrolowane przez nas (i czesto nie dajace si¢
nawet obserwowac) przekazy informacyjne. Moze to by¢ szkodliwe, lecz nie
musi, wigc zaktoceniami endogennymi zwykle mniej si¢ przejmujemy.

Izolacja obiektu, o ktérej wspomniano wyzej i ktorej symbolem jest rysunek
2.8, dotyczy tylko aspektu informacyjnego. Rozwazane przez nas obiekty,
bedace przedmiotem modelowania mogg otrzymywaé z zewnatrz energie¢ oraz
moga energi¢ na zewnatrz przekazywaé. Jako przyktad mozna wskazac¢
nagrzewanie ciata cztowieka przez stonce podczas pobytu na plazy oraz
wydzielanie ciepta do otoczenia przez ciato cztowieka znajdujacego si¢ bez
odpowiednio izolujgcego ubrania w chtodnym pomieszczeniu. Jedli jednak te
przekazy energetyczne nie niosa ze sobg interesujacych nas informacji — to
przyzwalamy na nie, eliminujac je jednak z naszego pola widzenia podczas
budowy modelu.

Podobnie do modelowanego obiektu mogg by¢ dostarczane rézne sktadniki
materialne (na przyktad pozywienie, woda, tlen w powietrzu oddechowym) nie
psujac jego doskonatej izolacji pod wzgledem informacyjnym. To samo dotyczy
ewentualnego transferu sktadnikow materialnych od rozwazanego obiektu do
otoczenia. Przedstawione stwierdzenia ilustruje (symbolicznie) rysunek 2.9.
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Oloiekt

Rys. 2.9. Rozwazany obiekt moze swobodnie wymienia¢ z otoczeniem
energi¢ i sktadniki materialne nie przestajac by¢ obiektem odosobnionym

2.2.3. Okreslenie sygnatow wejsciowych i wyjsciowych

Komunikacja obiektu z otoczeniem jest realizowana w modelu za pomocg
$cisle zdefiniowanych kanatow wejsciowych 1 wyjsciowych. W kanatach tych
wystepuja okre$lone informacje, przekazywane z zewnatrz do obiektu lub
pozyskiwane z wngtrza obiektu i wykorzystywane na zewnatrz (by¢ moze przez
inne obiekty). Informacje generalnie mogg mie¢ r6zng posta¢. Informacjg jest
ustnie przekazany komunikat, informacja jest wydrukowana ksigzka, informacja
jest mapa albo inny obraz, informacje w Zywym organizmie przechowuja geny
i obrabiajg komorki nerwowe. Informacja sg takze nasze mysli, uczucia
i przeczucia. To jedno z najbardziej ogdlnych i pojemnych pojeé!

Przy modelowaniu i symulacji komputerowej uzywac¢ bedziemy informacji
wystepujacych w bardzo szczegdlnej postaci. Informacje przyjmowane Iub
wysylane przez modelowane obiekty w tej szczegdlnej postaci bedziemy dalej
nazywali sygnalami. Zgodnie ze stownikowa definicjg sygnat jest informacja,
ktora daje si¢ wyrazic liczbowo (jest mierzalny), moze zmienia¢ si¢ w czasie lub
moze zaleze¢ od miejsca w przestrzeni, z ktorego si¢ go pobiera, zwykle daje si¢
wyrazi¢ i opisa¢ matematycznie. Pobieranie lub wysytanie sygnatow zwigzane
jest z pozyskiwaniem lub przekazywaniem informacji, ale sygnat jest tylko
nosnikiem informacji, gdyz przenoszona przez sygnal wiadomo$¢ staje si¢
informacja dopiero wtedy, gdy trafia do obiektu (naturalnego lub sztucznego),
ktory ja moze zinterpretowac i wykorzystac.

Rozwazane przy modelowaniu sygnaty docierajg do obiektow modelowania
nie w sposéb dowolny i nie kontrolowany, ale $ci$le wyznaczonymi kanatami.
Mozemy wigc w modelowanym obiekcie wyr6zni¢ kanal wejsciowy i sygnat
wejsciowy, ktory bedziemy si¢ starali wigza¢ w dalszych rozwazaniach
z symbolem X (Rys. 2.10).
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Rys. 2.10. Wejscie obiektu

Zwykle zaklada si¢, ze sygnal X przedstawiany jako wejscie do
rozwazanego obiektu jest w jaki§ sposob zalezny od osoby prowadzacej
modelowanie (lub eksperymentujacej z rzeczywistym obiektem) albo
przynajmniej moze by¢ przez nig dokladnie obserwowany. W przypadku
obiektéw technicznych moze to by¢ sygnal sterujacy dziataniem obiektu (na
przyktad naciskanie na pedal ,,gazu” przez kierowce samochodu) albo sygnat
informujagcy o stanie otoczenia majacym wplyw na obiekt (na przyktad
obserwacja, ze samochdd znajduje si¢ na zboczu gory i stacza si¢ z rosnaca
predkoscia, wiec trzeba zamiast gazu uzy¢ hamulca). W ekonomii zrddlem
sygnaldow moga by¢ decyzje rzadu lub dziatania bankow (to sygnaly sterujace) a
takze notowania gietdowe lub ceny surowcoéw oraz informacje o zmiennym
popycie (to sygnaly obserwowalne, ale niesterowalne). W naukach spolecznych
sygnalem sterujacym moze by¢ oddziat policji wystany do ,,przeprowadzenia
dialogu” z demonstrantami, a sygnatem obserwowalnym — wyniki badania opinii
spotecznej na temat polityki rzadu lub osoby premiera. Przyklady mozna by
mnozyc¢.

Sygnat wejsciowy moze by¢ pojedynczy (na przyktad naci$nigcie przycisku
dzwonka), ale moze mie¢ takze wiele sktadowych (na przyktad zbiér czynnikoéw
wplywajacych na nasze samopoczucie). W tym drugim przypadku chetnie
uciekamy si¢ do opisu sygnalu w postaci wektora. Wtedy poszczegdlne
rozwazane sktadowe sg w modelu kolejnymi sktadowymi tego wektora. W takim
przypadku mamy do czynienia nie z jednym kanatem wejSciowym, ale z
wicloma (Rys. 2.11), a rozwazany obiekt nazywamy obiektem
wielowymiarowym.

FF

k.

Rys. 2.11. Wejscie obiektu wielowymiarowego

Analogiczna sytuacja jak w opisanej wyzej kwestii przekazywania
informacji od otoczenia do modelowanego obiektu — ma miejsce takze przy
przekazywaniu informacji z wnetrza obiektu do otoczenia. Przez analogie
zdefiniujemy w zwigzku z tym kanal wyj$ciowy oraz sygnal wyjsciowy, ktory
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bedziemy sig starali’ oznacza¢ symbolem Y (Rys. 2.12).

Obieks

Rys. 2.12. Wyjscia jedno- i wielowymiarowego obiektu

Jest rzecza oczywista, ze informacje, ktéorym w rozwazanym modelu
przypiszemy rolg sygnalow wyjsciowych, musza by¢ obserwowalne. W teorii
systemow dynamicznych to pojecie ma znacznie glgbszy sens, natomiast na
uzytek prowadzonych tu rozwazan poprzestaniemy na intuicyjnym rozumieniu
tego stowa. Sygnat bedziemy wiec uwazali za obserwowalny jesli w dowolnym
momencie czasu mozliwe bedzie okreslenie jego wartosci.

2.2.4. Okreslenie funkcji przejscia i jej ewentualna linearyzacja

Przyjmujac zgodnie z ustaleniami podanymi w poprzednim podrozdziale, ze
sygnaly docierajace do modelowanego obiektu oznaczymy X, a sygnaly
wysylane przez obiekt na zewnatrz oznaczymy Y — mozemy ogdélny model
obiektu przedstawi¢ tak, jak to wida¢ na rysunku 2.13.

X Y

B e

Rys. 2.13. Abstrakcyjna reprezentacja obiektu — wstep do tworzenia modelu

Funkcja F(X) wiazaca sygnaty X i Y nazywana bywa funkcja przejscia.
Jest ona gldwnym przedmiotem wysitkow wszystkich tworcow modeli. W

> Sformutowanie bedziemy sie starali jest tu uzyte z tego powodu, ze tworca
modelu nie zawsze ma mozliwo$¢ swobodnego wybierania uzywanych
oznaczen, w wielu przypadkach bowiem pewne informacje majace charakter
sygnalow wyjsciowych z modelowanego obiektu maja swoje tradycyjne
oznaczenia, ktore trudno jest ad hoc zmienia¢. Niemniej zawsze, gdy to jest
mozliwe, dobrze jest stosowa¢ oznaczenia Y  (lub y) dla sygnatow
wyjsciowych, podobnie jako oznaczenia X  (lub X) dla sygnatow
wejsciowych.
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istocie wszystkie modele opisywane w rozdziale 4. ksigzki beda zmierzaty do
tego, zeby dla takich czy innych obiektow (gtownie biologicznych)
zaproponowac sensowng posta¢ funkcji F(X).

Znaleziona posta¢ funkcji F(X) najlepiej opisujaca rozwazany obiekt (albo
rozwazne zjawisko badz proces, jako ze one takze bywaja przedmiotem
modelowania) bywa czasem do$¢ skomplikowana. Dlatego podczas
modelowania zwykle najpierw buduje si¢ funkcje przejscia mozliwie dobrze
przystajaca do natury badanego zjawiska — ale najczesciej skomplikowang
i trudng w realizacji jak i w interpretacji. Uzyskawszy te funkcj¢ i upewniwszy
si¢, ze dobrze odwzorowuje ona rozwazany obiekt - zmierza si¢ potem do jej
uproszczenia — zeby w efekcie uzyska¢ model wygodniejszy w uzyciu. Metod
takiego upraszczania jest wiele, ale zdecydowanie najpopularniejsza jest tu
linearyzacja. Polega ona na tym, ze probujemy budowaé zalezno$¢ liniowa
mozliwie najbardziej podobng do zbudowanej wczesniej funkcji F(X). Tlustracja
tego dziatania moze by¢ rysunek 2.14.

Y-\

| /
Btad

linearyzacji

- . T v . .

T X T T 1

X, € > X,
Zakres pracy modelu

Rys. 2.14. Linearyzacja modelu

Rzeczywisty przebieg funkcji F(X) ilustruje krzywa linia. Dla os6b
czytajacych te¢ ksigzke w Internecie jest ona koloru czerwonego, natomiast dla
0sOb czytajacych ksiazke w wersji papierowej jedynym kryterium
wyr6zniajacym jest wyraznie krzywoliniowy przebieg. Linearyzacja polega na
tym, ze zamiast uzywaé oryginalnej funkcji F(X) decydujemy sie uzywaé
zalezno$ci liniowej, przedstawionej na rysunku 2.14 w postaci prostej czarnej
linii. Oczywiscie taki zabieg wigze si¢ z powstaniem w trakcie procesu
modelowania bledu linearyzacji. Blad ten polega na tym, ze (jak pokazano na
rysunku 2.14) dla kazdej wartosci sygnatu wejsciowego X mozemy otrzymac
dwie rézne warto$ci sygnalu wyjsciowego Y — jedng z linii krzywej
reprezentujacej funkcje F(X) idruga z linii prostej czyli z modelu liniowego.
Zaktadajac, ze za pomoca funkcji F(X) otrzymujemy wartosci prawdziwe
(doktadne) — rozbieznos¢ pomigdzy wartosciag Y otrzymana dla linii prostej i
warto$cia Y otrzymang dla linii krzywej jest miarg btedu, jaki popetniaé
bedziemy, gdy zdecydujemy si¢ uzywac prostszego 1 wygodniejszego w uzyciu
modelu  liniowego, zamiast doktadnego, ale niewygodnego modelu
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nieliniowego. To wlasnie jest btad linearyzacji. Moze on by¢ uwazany za
swoista ,.ceng” jaka musimy ,zaptaci¢” za to, ze korzystamy z prostszego
modelu.

,»Cena” jaka jest blad linearyzacji jest w wielu przypadkach mozliwa do
zaakceptowania, poniewaz dla wigkszoSci rzeczywistych obiektow wielkos¢
tego btedu jest niewielka, a ponadto raz on jest dodatni (to znaczy warto$¢ Y
obliczona za pomocg modelu liniowego jest wigksza od wartosci prawdziwej,
jaka bysmy otrzymali korzystajac z doktadnej funkcji F(X) ), a innym razem
ujemny, wiec w wielu zastosowaniach te bledy moga si¢ w jaki§ sposob
kompensowac¢. Blad linearyzacji moze by¢ mato znaczacy zwlaszcza wtedy, gdy
zakres pracy modelu jest niewielki. Zakres pracy modelu to odstgp migdzy
maksymalng wartoscig sygnatu X wystgpujaca podczas normalnej eksploatacji
modelu, a warto$cia minimalng. Na rysunku 2.14 zakres pracy modelu
wyznaczajg wartosci X; oraz X,. Intuicyjnie mozna si¢ domysli¢, ze jesli ten
zakres pracy jest waski to zalezno§¢ wyznaczana za pomoca doktadnej funkcji
F(X) ,,nie zdazy si¢ wygiac” tak bardzo, zeby to spowodowato powstanie duzych
btedow linearyzacji.

Przyjmujac do wiadomosci podane wyzej rozumowanie i wynikajace z
niego wnioski bedziemy si¢ starali w dalszych rozwazaniach korzysta¢ z modeli
liniowych, bo sa one o wiele wygodniejsze. W zwigzku z tym schemat obiektu
z rysunku 2.13 przerysujemy w nowej formie (Rys. 2.15).

X Y

» Y=F(X)=AX »

Rys. 2.15. Linearyzacja funkcji przejscia obiektu modelowania

W tym miejscu ustosunkujemy si¢ do pewnego zagadnienia szczegdtowego,
zwigzanego z linearyzacja. Jak wiadomo ogolna formuta liniowa ma posta¢ dang
wzorem (2.1), ktéry tu przypomnimy:

Y=AX+B (2.1)
Tymczasem na rysunku 2.15 zasugerowano formute:

Y=AX (2.2)

Ot6z zrobiono to celowo, gdyz zalezno$¢ dana wzorem (2.2) bedzie bardzo
fatwa w dalszej obrobce matematycznej, gdy zaczniemy rozwaza¢ modele
bardziej zlozonych systeméw, sktadajacych si¢ z wielu odpowiednio
potaczonych obiektow. GdybySmy upierali si¢ przy wzorze (2.1) — wszystkie
rozwazania niepotrzebnie by si¢ skomplikowaty. W dodatku zastgpienie wzorem
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(2.2) wzoru (2.1) w istocie oznacza tylko to, ze otrzymywane z modelu wartosci
sygnalu Y beda wymagaty skalowania (poprzez odj¢cie sktadowej statej B), co
jest czynnoscia elementarng.

X Y
— A —

Rys. 2.16. Najprostsza reprezentacja cybernetyczna rozwazanego obiektu

Podsumowujgc: W dalszych  rozwazaniach uzywaé¢  bedziemy
zlinearyzowanych modeli o strukturze pokazanej na rysunku 2.16, przy czym
wewnatrz bloku symbolizujacego obiekt bedzie wpisywana nazwa parametru
(patrz nastepujacy podrozdziat) wystepujacego w liniowej funkcji przejscia —
W rozwazanym tu przyktadzie bedzie to symbol A.

2.2.5. Parametry modelu

Model okre$lonego systemu ma — jak juz wiemy — okre$lony ksztalt
matematyczny. Zwykle jest to rownanie (lub ukltad réwnan), ktére pozwala na
wyznaczenie wartosci sygnatu wyjsciowego Y na podstawie znajomosci sygnatu
wejsciowego X. Jednak w kazdym takim réwnaniu wystepuja pewne
parametry, czyli wspotczynniki, ktorych wartosci ustalane sa w procesie
identyfikacji modelu (patrz podrozdziat 2.1, a zwlaszcza zawarty w nim
przyktad). Dzieki obecnosci parametrow i dzigki procesowi identyfikacji, ktory
pozwala ustali¢ ich wartoSci — og6élny model, reprezentujacy pewna klase
obiektow, zostaje zamieniony na konkretny model konkretnego obiektu.

W przyktadach, ktére bedziemy rozwazali dalej, postugiwaé si¢ bedziemy
mozliwie najprostszymi modelami, opisywanymi réwnaniami podobnymi do
réwnania 2.2 tylko oczywiscie z réznymi parametrami wigzacymi X i V.
Parametry te (w rownaniu 2.2 jest to parametr A) okreslaja, ile razy wigksza jest
kazdorazowo warto$¢ sygnatu Y od wartoéci sygnalu X, dlatego bedziemy
niekiedy nazywali te parametry  wspétczynnikami ~ wzmocnienia
charakterystycznymi dla rozwazanego obiektu. Oczywiscie zaleznie od wartosci
parametru A ,,wzmocnienie” to moze by¢ w istocie ostabieniem (gdy A < 1),
a takze moze si¢ wigza¢ ze zmiang znaku wartosci sygnatu (gdy A < 0). W tym
ostatnim przypadku méwimy czasem, ze sygnaty X i Y sa,,w przeciwfazie”.

Duze modele duzych obiektow musza by¢ charakteryzowane przez wicksza
liczbe parametréw. Zobaczymy to dokladniej w rozdziale 4, gdzie przytoczone
sa liczne przyktady modeli roznych obiektow 1 systemow biologicznych od
najprostszych do takich wlasnie bardziej ztozonych, majacych znaczng liczbe
parametrow. Jednak zeby nie poprzestawac na gotostownym zapewnieniu, ze
model obiektu moze mie¢ wiele parametréw - pokazemy jeszcze tutaj prosty
obiekt liniowy majacy wiele parametrow na skutek tego, ze ma wiele wejs¢
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i wyj$¢ (Rys. 2.17). Takie obiekty zdarzajg si¢ w praktyce i sg nazywane
obiektami wielowymiarowymi. Tu poprzestaniemy skromnie na obiekcie
majacym zaledwie trzy wejscia i dwa wyjscia, ale bywaja obiekty majace
dziesiatki albo setki wej$¢ i wyjs¢. Wejscia w naszym przyktadowym obiekcie
oznaczymy odpowiednio jako X;, X, oraz Xs;. Podobnie wyjscia tego obiektu
oznaczymy odpowiednio jako Y, oraz Y.

Rys. 2.17. Przyktadowy obiekt wielowymiarowy majacy wiele parametrow

Zatozenie liniowo$ci modelu obiektu wielowymiarowego jest rOwnoznaczne
z zalozeniem, ze oddzialywanie kazdego wejscia na kazde wyjs$cie ma oddzielny
wspotczynnik wzmocnienia, za§ na wyj$ciach oddzialywania, pochodzace od
poszczegbdlnych wejs¢, sa sumowane. Oznaczajac przez Ajj wzmocnienie na
drodze od wej$cia o numerze j do wyjscia o numerze i otrzymujemy dla wyj$é
rozwazanego obiektu rownania:

Yi=An Xi +Ap Xo + Az X3 (2.3)
Yo =An Xy +Ap Xo + Ay X3 (2.4)

Roéwnania te pokazuja, jaka role odgrywaja poszczegdlne parametry
wystepujace w opisie modelu.
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2.3. Laczenie modeli obiektow dla uzyskania modelu calego zlozonego
systemu

Przy tworzeniu modeli matematycznych skomplikowanych systemow
bardzo uzyteczna jest okoliczno$¢, ze taki ztozony system mozemy zazwyczaj
podzieli¢ na czesci, ktoére mozna potraktowac — kazdg z osobna - jako oddzielne
obiekty modelowania. Zwykle jest tak, ze obiekty bedace czegsciami
modelowanego systemu, mozna znacznie tatwiej modelowaé, niz system jako
cato$¢. Dokonujac kolejnych podzialdéw mozemy wigc dojs¢ do w miare
prostych do zamodelowania kawalkow bedacych cze$ciami nawet bardzo
skomplikowanego systemu. Wskazang droge postgpowania mozemy jednak
zastosowaé wytacznie wtedy, gdy potrafimy modele tych oddzielnych obiektéw
scali¢ do postaci calego systemu. I wlasnie o tym traktuje niniejszy podrozdziat:
poznamy w nim sposoby taczenie modeli prostych elementow skladowych
(oddzielnych obiektéw) w model catego ztozonego systemu.

Sposob scalania modeli obiektow bedacych czesciami skomplikowanego
systemu w model wickszej catos$ci zalezy oczywiscie od tego, jak te obickty
zostaly wydzielone i jak w zwigzku z tym wyglada schemat ich wzajemnych
powigzan. Zacznijmy od najprostszego przyktadu:

X Y

A“L

Rys. 2.18. Podziat ztozonego systemu na dwa uktady celem utatwienia
modelowania

Jesli umdéwimy sie, ze rozwazany system zostatl podzielony na dwie czesci
(Rys. 2.18) i jesli zamodelowalis$my w sposob opisany w podrozdziale 2.2.4 te
dwa obiekty, ktore powstaty po podziale (Rys. 2.19)
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Rys. 2.19. Oddzielne modele dwoch sktadowych ztozonego systemu

to mozna rozwazy¢ uklad, ktéory powstanie, gdy te obiekty zostang z
powrotem potaczone ze sobg (Rys. 2.20).

A LB S

Rys. 2.20. Dwa modelowane obiekty potaczone ponownie w jeden system

Elementarne przeksztalcenia matematyczne pozwalajg stwierdzi¢, co si¢
wtedy stanie. Opis:

Z=AX (2.5)
Opis modelu drugiego obiektu ma postac:

Y=BZ (2.6)
Podstawienie wzoru (2.5) do (2.6) daje opis:

Y=BAX (2.7)

Okazuje sie, ze taki uktad dwoch potgczonych obiektdéw mozna zastgpic
jednym obiektem o odpowiednio zmodyfikowanej funkcji przejscia (Rys. 2.21).

s BA

Rys. 2.21. Obiekt zastepczy o takich samych wlasciwosciach jak system
przedstawiony na rys. 2.20 — moggcy by¢ modelem systemu z rysunku 2.19.

Warto zauwazy¢, ze obliczony wspotczynnik wzmocnienia w tacznej funkcji
przej$cia pokazanej na rysunku 2.21 zapisano w postaci BA, a nie bardziej
naturalnej (jak by si¢ wydawato) postaci AB. Nie jest to pomytka ani nie jest to
przypadek. Z formalnych przeksztalcen wynika niewatpliwie BA a nie AB.
Gdyby parametry A i B traktowa¢ jako po prostu liczbowe wartosci
odpowiednich wzmocnien to kolejno$¢ mnozenia nie ma znaczenia i moze by¢
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uzyty bardziej ,,przyjazny” zapis AB. Gdyby jednak natura modeli sktadowych
byla bardziej ztozona, na przyktad gdyby to byty obiekty wielowymiarowe —
wowczas w roli parametrow A i B wystepowataby macierze — a mnozenie
macierzy jest nieprzemienne i dla zachowania prawidtowej notacji trzeba by
bylo zachowa¢ porzadek BA.

Zasade tworzenia modelu ztozonego z wydzielonych 1 potaczonych
obiektéw mozna takze uogolni¢ i zastosowa¢ w odniesieniu do dowolnej liczby
obiektow potgczonych tak, ze wyjscie poprzedniego obiektu staje si¢ wejsciem
obiektu nastepnego (Rys. 2.22). Taki sposdb laczenia obiektow nazywa sie
systemem szeregowym.

X= ZO Zf 22 Zn_1 Zn =Y
‘A—'f HAZ P EEa - An

Rys. 2.22. Tworzenie modelu systemu ztozonego z dowolnej liczby
szeregowo potaczonych obiektow

Kazdy z obiektow sktadowych mozna opisa¢ zaleznoscig:
Zi=AiZi dlai=1,2,...,n (2.8)
W oczywisty sposdb uogdlniajagc postepowanie zastosowane uprzednio do
wzorow (2.5) 1 (2.6) otrzymujemy formute:

Y= An An-l A2 Al X (2.9)

pozwalajgca na narysowanie schematu modelu catego systemu (Rys. 2.23).

X Y
- An soe A2 A.I

Rys. 2.23. Model systemu powstatego z wielu szeregowo potaczonych
obiektow

Obok potaczen szeregowych przy budowie systemow biocybernetycznych
stosowane s3 polaczenia roéwnolegle (Rys. 2.24). W tym przypadku
W schemacie zastepczym odpowiednie mnozniki (reprezentujace wzmocnienia
zastepujace w modelu liniowym funkcje przejscia obiektow) sa dodawane, a nie
mnozone (Rys. 2.24).
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Rys. 2.24. Ztozony system reprezentowany jako rownolegle potaczenie
dwoch obiektow

Na rysunku 2.24 zastosowano symbol, ktdrego jeszcze nie uzywaliSmy, wigc
nalezy go objas$ni¢. Chodzito o to, ze sygnal wejsciowy X jest dostarczany na
wejscie zarowno obiektu o wzmocnieniu A; jak i do obiektu A,. Takie
~fozmnozenie” sygnalu jest zawsze mozliwe, poniewaz informacj¢ mozna
powiela¢ bez zadnych ograniczen. Dla oznaczenia takiego miejsca, w ktorym
jeden sygnat jest pobierany do réznych odbiornikéw stosuje si¢ tak zwany wezel
zaczepowy. Jego uzycie w dwoch bardziej rozbudowanych strukturach
powielania sygnalow przedstawia przyktadowo rysunek 2.25.

X

X

X X
X |
X X
X Ze wzgledow X

czysto graficznych
czasem rysuje sie jeden X
wezel jako serie weztow

X

Rys. 2.25. Przyktady wezlow zaczepowych stuzacych do ,,rozmnazania”
sygnalow dla r6znych odbiorcow

Obok wezta zaczepowego na schemacie przedstawionym na rysunku 2.24
uzyto jeszcze jednego nietypowego oznaczenia, mianowicie sygnatu z obiektow
A1 i A, s3 sumowane w bloku oznaczonym symbolem 2. Dla potrzeb tego
przyktadu tak moze zosta¢, ale generalnie warto wiedzie¢, ze w asortymencie
symboli graficznych stosowanych przy modelowaniu obiektow jest specjalny
symbol oznaczajacy operacje sumowania sygnatow — tak zwany wezet
sumacyjny, przedstawiony wraz z komentarzem na rysunku 2.26.
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Rys. 2.26. Wezet sumacyjny. Kolejno od lewej do prawej pokazany jest blok
uzywany do zaznaczania operacji sumowania sygnatow w tym podrozdziale
(niezgodny z normami), typowy wezet sumacyjny oraz specjalny typ wezta

sumacyjnego, w ktorym sygnat X, jest odejmowany od sygnatu Xy, a nie

dodawany do niego

Wro¢my jednak do schematu przedstawionego na rysunku 2.24 i okre$lmy,
jak mozna takg strukture ,,zwinag¢” do pojedynczego bloku. W tym celu
obliczmy zalezno$ci pomig¢dzy sygnatami X i Y. Odpowiednie przeliczenia
wygladajg tak:

Y= A X (2.10)
Y, = A, X (2.12)
Y:Y1+Y2:A1X +A2X:(A1+A2)X (212)

Jak z tego wynika, blok zast¢pujacy caty uktad pokazany na rysunku 2.24 moze
by¢ przedstawiony tak, jak na rysunku 2.27.

X Y
‘ A1+A2 -

Rys. 2.27. Model catego systemu w ktorym wystepuje potaczenie
rownolegte

Analogicznie tworzy¢ mozna schematy strukturalne oraz modele catosci dla
systemow zlozonych z wigkszej liczby rownolegle sprzezonych obiektow, co
przedstawiono na rysunkach 2.28 i 2.29. Warto zauwazy¢, ze w tym przypadku
warto$ci wzmocnien poszczegélnych obiektdéw mozna byto przy sumowaniu
przedstawia¢ w naturalnej kolejnosci od A; do Apn, poniewaz sumowanie
(w odréznieniu od mnozenia) jest zawsze przemienne.
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Rys. 2.28. Wigkszy system o strukturze rownolegtej

X Y
- A1+A2 + s +An_1+An -

Rys. 2.29. Zagregowany schemat zastepczy systemu z rysunku 2.28

Przedstawiajac struktury ztozonych systemow jako kombinacje obiektow
potaczonych ze soba w formie sprzgzen szeregowych i réwnolegltych mozemy
tworzy¢ modele nawet bardzo skomplikowanych systemoéw. Przyklad takiego
skomplikowanego systemu przedstawia rysunek 2.30, a na rysunkach 2.31 do
2.33 pokazane sg kolejne etapy ,zwijania” tego schematu do postaci
zagregowanego schematu zastepczego.

Rys. 2.30. Przyktadowy ztozony system przeznaczony do ,,zwijania”
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Pierwszym krokiem w procesie ,zwijania” jest znalezienie systemoOw
zastepczych dla potaczen obiektow, ktore sa typowymi uktadami o potaczeniach
szeregowych lub réwnoleglych. Na rysunku 2.31 pokazano te polaczenia
obiektow i zaznaczono je ramkami ztozonymi z linii przerywanych.

Rys. 2.31. Pierwszy etap ,,zwijania” — wydzielenie uktadéw szeregowych
i rownolegtych nadajacych si¢ do redukcji

CBA | D% E et

L+ M

ZY

Rys. 2.32. System po pierwszej serii redukcji
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Proces redukcji w taki sam sposob kontynuujemy dalej otrzymujac juz
stosunkowo prosty model (Rys. 2.33).

(D+E)CBA =»
UTS(L+M) bz 4
»GFmKH+Jm=

W+RPON =

Rys. 2.33. Przedostatnia faza ,,zwijania” systemu

Z tego prostego modelu bardzo tatwo jest juz uzyska¢ syntetyczny model
catego systemu (Rys. 2.34).

X Y
mmp (D+E)CBA+UTS(L+M) +(KH+)GF+W+RPON

Rys. 2.34. Ostateczna forma syntetycznego modelu catego systemu

Wypisanie formuly tego modelu ,,z marszu”, dla catego ztozonego systemu,
byloby przypuszczalnie bardzo trudne — nie mowigc o identyfikacji tak
ztozonego modelu. A tymczasem dzielac system na poszczegélne obiekty,
apotem ,zwijajac” go zgodnie z podanymi wyzej regulami mozna taki
skomplikowany model uzyska¢ w miar¢ tatwo. Nie bez znaczenia jest tez fakt,
7ze badanie poprawnosci zbudowania 1 doktadnosci dzialania modeli
poszczegdlnych ukladéow jako elementow sktadowych systemu jest
nieporownanie latwiejsze i bezpieczniejsze, niz analiza dziatania catego
systemu.

2.4. Uwzglednienie w modelu sprzezen zwrotnych i sygnalow
zmiennych w czasie

2.4.1. Ogolny schemat systemu ze sprzeieniem zwrotnym

Ogladajac sekwencje rysunkow od 2.30 do 2.34 mozemy odnie$¢ wrazenie,
ze oto dzigki opisanej i1 zastosowanej metodzie dla kazdego napotkanego
systemu potrafimy stworzy¢ jego model. Mozemy tego dokona¢ dzielac
najpierw ten system na cze$ci, nastgpnie identyfikujac obiekty bedace czgsciami
systemu, apotem scalajgc wyniki. Niestety, nie jest tak dobrze, bo budujgc
model i analizujac struktur¢ modelowanego systemu mozemy czg¢sto napotkaé
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na strukture przedstawiong (w najprostszym mozliwym wariancie) na rysunku
2.35.

X A Y

X B Y

Rys. 2.35. Najprostsza struktura systemu ze sprzgzeniem zwrotnym

Jest to struktura systemu ze sprzezeniem zwrotnym. Wnosi ona nowa
jako$¢ do prowadzonych tu rozwazan i dlatego strukturze tej przyjrzymy si¢ z
nalezyta uwaga.

Proba opisu tego, co si¢ dzieje w takim systemie, metodami analogicznymi
do tych, jakie stosowaliSmy przy analizie systeméw ztozonych z obiektéw
laczonych szeregowo albo rownolegle, prowadzi do sprzecznosci. Mamy
bowiem dwie zaleznosci:

Y=AX (2.13)

X=BY (2.14)

W ogélnym przypadku te dwie réwnosci nie moga by¢ roéwnoczes$nie
prawdziwe, a przypadek szczegélny, gdy B = 1/A jest trywialny, bo wtedy dla
dowolnego X Y = A X -i ten stan trwa bez zadnych zmian dowolnie dtugo.

Zeby zobaczyé, do czego naprawde zdolny jest system ze sprzezeniem
zwrotnym — musimy wprowadzi¢ sygnaty zmienne w czasie. Przy wszystkich
poprzednich obiektach i systemach, ktore rozwazaliSmy w tej ksigzce, istotne
bylo pytanie: Jakq wartos¢ ma wejsciowy sygnat X? albo Jakq wartosé
przybierze w zwigzku z tym wyjsciowy sygnal Y? natomiast nie zastanawiali$my
si¢ nad pytaniem Kiedy sygnal na wejsciu obiektu ma wartos¢ X? albo nad
kwestia Po jakim czasie sygnal na wyjsciu obiektu przyjmie wartos¢ Y? - bo te
kwestie nie podlegaty dyskusji. Czas nie byt wazny w naszych rozwazaniach.

Teraz musimy to zmieni¢. Bedziemy zamiast stalych i niezmiennych
sygnatlow X i Y rozwazali sygnaly zmieniajace si¢ w czasie, co odnotujemy
piszac funkcje X(t) oraz Y(t). Pozwoli to nam rozwigza¢ problem zwigzany z
pozorng sprzecznoscig zapisow (2.13) i (2.14) opisujacych system pokazany na
rysunku 2.35. Jesli zatozymy, ze w jednym z obiektow narysowanych na tym
rysunku zachodzi nie tylko przeksztatcenie sygnatu X na Y (lub odwrotnie), ale
dodatkowo sygnat na wyjsciu takiego obiektu pojawia si¢ z pewnym
opdznieniem — to schemat rozwazanego systemu ze sprzezeniem zwrotnym
bedzie wygladat tak, jak to pokazano na rysunku 2.36.
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X(b) Y(?)

X(t+A)

Rys. 2.36. Schemat uktadu ze sprz¢zeniem zwrotnym w ktérym sygnaty X i
Y sa funkcjami czasu, a w obiekcie B wystepuje opdznienie sygnatu

Warto zwroci¢ uwage, ze na tym schemacie, odmiennie od wszystkich
wczesniej rysowanych, rozwazane sygnaly sg oznaczone jako funkcje czasu X(t)
oraz Y(t). Dla zaznaczenia, ze w obiekcie B wystepuje opdznienie sygnatu
narysowano dodatkowo w bloku reprezentujagcym ten obiekt symbol zegarka.
Taki sam symbol umieszczony jest na drodze migdzy wyjsciem uktadu B i
wejsciem ukladu A zeby wyeliminowac¢ paradoks polegajacy na tym, ze na tej
samej linii przesytajacej sygnaly w jednym miejscu jest inny sygnat X(t), a w
innym miejscu jest sygnat X(t + A). Po prostu te dwa sygnaly wystepuja na tej
samej linii, ale w dwoch réznych chwilach czasowych — odpowiednio t orazt +
4. Nie jest to oznaczenie standardowe i nie jest zapewne uzywane w podobnych
pracach innych autorow. W porzadnych pracach z zakresu automatyki uzywane
jest w tym miejscu niekiedy oznaczenie z' nawiazujace do tak zwanej
transformacji Z — ale nie ma tu miejsca ani potrzeby, zeby t¢ skomplikowang
transformacj¢ operatorowg odwotujaca si¢ do liczb zespolonych doktadnie
przedstawia¢ i dyskutowaé. Po prostu na uzytek tego skryptu mozemy si¢
umowic, ze w taki wilasnie sposéb (symbolem zegarka) bedziemy zaznaczali
opdznienie — i tyle.

Mozemy natomiast zapisa¢ ogoélne rownania opisujace zachowanie systemu
przedstawionego na rysunku 2.36. Dla pierwszego obiektu zapis jest
elementarny:

Y(t) = A X(t) (2.15)
Dla drugiego opis jest odrobing bardziej skomplikowany:

X(t +4) =B Y1) (2.16)

Wyjasnijmy jeszcze doktadnie, co oznacza fakt opdznienia sygnatu.
Popatrzmy na rysunek 2.37.
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Rys. 2.37. Sygnaty z rysunku 2.36. Widoczne jest wzmocnienie oraz
opdznienie sygnatu X w stosunku do Y

Pokazano na nim w gornej czes$ci pewien sygnat, ktory jest funkcjg czasu t.
Sygnat ten przypomina sygnat EKG, ale to w tym momencie nieistotne. Gorny
wykres opisano na osi pionowej symbolem Y nawigzujac w ten sposob do
oznaczen uzytych na rysunku 2.36. Sygnat Y wchodzi (jako sygnat wejsciowy)
do bloku symbolizujacego dolny obiekt (tego, ktorego wspodlczynnik
wzmochnienia 0znaczono B) i podlega tam dwom procesom: Po pierwsze zostaje
wzmocniony (zaktadamy B > 1) oraz po drugie — ulega opdznieniu o odcinek
czasu oznaczony jako 4. Odpowiednie wartosci sygnatu wyjsciowego X
(wychodzacego z obiektu B) pojawiaja si¢ nie w momencie, w ktérym na
wejscie obiektu podawane sg odpowiednie warto$ci sygnatu Y — lecz pozniej.

W dalszych rozwazaniach bedziemy funkcje X(t) oraz Y(t) rozwazali jako
funkcje dyskretne. Tak bedzie o wiele wygodniej, a ponadto taki sposéob
odwzorowania rzeczywistych sygnatow bedzie wrecz konieczny w przypadku,
gdy od ogolnego modelowania matematycznego rozwazanych obiektow
przejdziemy do ich komputerowej symulacji. Nasuwa si¢ tu ogolniejsze
stwierdzenie, ktore warto przytoczy¢. Ot6z w kontekécie wszelkich obliczen
komputerowych odnoszacych si¢ do jakichkolwiek sygnalow pochodzacych
Zrzeczywistego $wiata - jednym z podstawowych wymagan, jakie trzeba
speli¢, jest uzywanie wszystkich sygnalow wilasnie w postaci dyskretnej.
Dyskretnosé ta nie powinna by¢ jednak kojarzona z tajnoscig, tylko powinna by¢
traktowana jako przeciwienstwo ciagloSci. Zatrzymajmy si¢ nad tym
szczegdtem, bo ma on duze znaczenie we wszystkich dalszych rozwazaniach.
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2.4.2. Sygnaly ciggle i dyskretne

Rzeczywiste sygnaly, z ktorymi mamy do czynienia w obiektach nalezacych
do rzeczywistego Swiata, z reguly sa ciagle. Oznacza to, ze warto$¢ takiego
sygnatu jest okreslona dla kazdej chwili czasowej (jesli jest to sygnat zmienny w
czasie) a takze oznacza, ze warto$¢ sygnatu moze by¢ dowolna. Co wiecej,
cigglo$¢ zaktada, ze potencjalnie mozliwy jest pomiar sygnatu o nieograniczonej
doktadnosci. Dzigki temu dwa sygnaty roznigce si¢ o najmniejsza nawet wartos¢
beda mogly by¢é zawsze rozpoznane jako rézme. Praktyka pokazuje, ze ta
ostatnia wiasno§¢ ma charakter jedynie potencjalny, poniewaz nie istnieja
przyrzady pomiarowe dostarczajace informacji o wartosci  sygnatu
Z nieograniczong doktadno$cig, a ponadto sygnaly ciagle tatwo ulegaja
znieksztatceniom pod wpltywem réznych czynnikoéw zwanych zakléceniami.
Z tego powodu sygnaty dyskretne (zwane takze sygnatami cyfrowymi) chetnie
Stosuje si¢ do roznych zastosowan nie majacych wcale zwiazku z technika
komputerowa, bo sygnaly dyskretne sa o wiele bardziej odporne na zaktdcenia.
Wystarczy porowna¢ dzwigk z tradycyjnego gramofonu (takiego z winylowymi
ptytami), gdzie muzyka zapisana jest w formie analogowej, z dzwigkiem
odtwarzanym przez nowoczesny iPad (gdzie oczywiscie uzywane sg sygnaty
dyskretne), zeby przekonac sig, jak wazna jest ta rdznica.

Rozwazmy to zagadnienie doktadniej. Przyktad sygnatu ciaglego pokazano
na rysunku 2.38, chociaz probki sygnatu ciagltego pojawialy si¢ juz w tej ksigzce
wczesniej — miedzy innymi na rysunku 2.37.

. A
I A VAR
] \

i \

Rys. 2.38. Przyktad sygnatu ciggtego

Tak, jak powiedziano wyzej, ciggla linia reprezentujgca sygnat ciagly na
prezentowanym rysunku podaje jego warto$¢ w kazdej chwili czasu oraz
warto$¢ ta moze by¢ absolutnie dowolna.

W odréznieniu od tego sygnat dyskretny, jakim moze operowa¢ komputer
na przyklad podczas symulacji, ma ustalone wartosci jedynie dla niektérych
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chwil czasu. Wynika to z faktu, ze do przechowywania sygnalu w pamieci
komputera przeznacza si¢ pewien skonczony obszar. Obszar ten zawiera pewna
liczbe miejsc (grup bajtéw) przeznaczonych do tego, zeby w nich zapamigtac
warto$ci sygnatu. Taki obszar moze by¢ bardzo duzy, ale zawsze zmieSci si¢ W
nim tylko skonczona liczba wartosci sygnatu, podczas gdy w sygnale ciggltym
warto$ci jest nieskonczenie wiele, bo sa one okreSlone dla kazdej chwili
czasowej — atych chwil czasowych jest przeciez nieskonczona ilosc®. W
zwigzku z tym trzeba wybra¢ pewng skonczong liczbg chwil czasowych i tylko
w tych chwilach rejestrowaé i rozwaza¢ warto$ci sygnatu, nazywane wtedy
probkami sygnatu. Tych probek moze by¢ duzo, ale zawsze jest ich skonczona
liczba.

W dodatku wartosci tych probek nie moga by¢ catkiem dowolne, tylko
muszg da¢ si¢ odwzorowaé w strukturach elektronicznych komputera. Pamigé
komputera, jego procesor, a takze urzadzenia tacznosci cyfrowej (na przyktad
systemy internetowe) dopuszczajg jedynie informacje w formie serii bitéw (zer
albo jedynek). Tych bitow moze by¢ duzo, ale zawsze jest ich skonczona liczba,
a to oznacza, ze dopuszczalne sg tylko niektére wartosci. Przyklad sygnatu
dyskretnego przedstawiono na rysunku 2.39.

20

18
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Rys. 2.39. Sygnat dyskretny (reprezentuje ten sam przebieg co na rysunku
2.38)

Zapamigtajmy 1 bierzmy pod uwage we wszystkich dalszych rozwazaniach:
w systemie komputerowym sygnal jest zawsze reprezentowany w formie
probkowanej (to znaczy jego wartosci s3 podawane tylko w niektorych
punktach, dla wybranych chwil czasowych) oraz skwantowanej (czyli jego

® Pomiedzy dwoma dowolnymi chwilami czasowymi mozna w sygnale ciagtym
wyrozni¢ jeszcze jedng chwile czasowa mieszczacg si¢ pomigdzy nimi,
a potem jeszcze jedng i jeszcze jedng — w nieskonczonos¢.
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warto$¢ moze przyjmowac¢ wylacznie niektore, z gory zadane wartosci). Ilustruje
to rysunek 2.40, na ktérym pokazano po lewej stronie obraz (to takze rodzaj
sygnatu!) ciagty, a po prawej stronie obraz dyskretny.

Tylko niektore
wartosci jasnosci
sq dozwolone

Tylko niektore punkty obrazu sa zamieniane na piksele 1

Rys. 2.40. Poréwnanie ciagtej i dyskretnej reprezentacji sygnatu na
przyktadzie obrazu

Z ogladania rysunku 2.40 nie nalezy wyciaga¢ wniosku, ze sygnal w postaci
dyskretnej (cyfrowej) jest gorszy od sygnalu analogowego. Znieksztatcenia
spowodowane probkowaniem i kwantowaniem sygnatu mozna uczyni¢ dowolnie
malymi, a ze wzgledu na odpornos¢ na zaktocenia, tatwos¢ przechowywania,
przesylania, kopiowania, wyszukiwania i komputerowego przetwarzania
sygnalow dyskretnych majag one zdecydowana przewage nad sygnalami
cigglymi. Niemniej uzywajac sygnatow dyskretnych trzeba mie¢ swiadomos¢,
czym one w istocie sg — i trzeba z tego wycigga¢ wlasciwe wnioski — miedzy
innymi w konteks$cie modelowania systemow i ich komputerowej symulacji.

2.4.3. Dyskretyzacja opisu obiektu dla potrzeb symulacji

Dyskretny charakter sygnalow w modelu symulacyjnym w niektorych
przypadkach moze pozostawaé w sprzecznosci z ciggla natura $wiata, w ktorym
zyjemy. Rozwazmy bardzo prosty przyktad systemu, ktory chcielibySmy
zamodelowac. Wyobrazmy sobie naczynie z dziurka przy dnie, napelnione woda
(lub innym ptynem) — Rys. 2.41.



52 Wprowadzenie do modelowania systemow biologicznych

Rys. 2.41. Obiekt na przyktadzie ktorego dyskutowana jest r6znica miedzy
ciggla rzeczywistos$cig 1 dyskretnym modelem

Poczatkowo dziurka jest zatkana i poziom wody w naczyniu wynosi Hy. Gdy
dziurka zostanie odetkana woda zacznie wyptywacé i jej poziom w naczyniu
bedzie opadat. Poniewaz woda wyptywa pod wplywem cisnienia wywieranego
przez stup wody w naczyniu — szybkos$¢ jej wyptywania jest proporcjonalna do
tego cisnienia, a ci$nienie jest proporcjonalne do poziomu wody H.

Wyptywanie wody powoduje, ze poziom H maleje. Szybkos¢ tego malenia,
wyrazana pochodna dH/dt, jest proporcjonalna do H. Mozna wiec napisaé
roOwnanie:

at (2.17)

wyrazajace t¢ zalezno$¢, w ktorym k oznacza wspotczynnik szybkosci wyptywu
wody (jest tym wigksze, im wigkszy jest otwor, przez ktory woda wyplywa).
Rozwigzanie rownania (2.15), pokazujace jak poziom wody w naczyniu begdzie
si¢ zmienial w czasie, jest znane i ma postac

H{ty= H, et (2.18)

Jest to funkcja ciagla, ktorej wykres pokazuje rysunek 2.42. Przebieg tej

funkcji przedstawia wiernie sytuacj¢ znang z codziennego do$wiadczenia:

poziom w naczyniu opada, przy czym spadek ten jest poczatkowo szybki, a
potem w miar¢ ubywania wody — coraz mniejszy.
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Rys. 2.42. Przebieg rzeczywistego procesu w obiekcie z rysunku 2.41
jest z samej swojej natury ciagly

Przebieg rzeczywistego procesu jest z samej swojej natury ciagly, to znaczy
w kazdej chwili czasowej t mozliwe jest podanie konkretnej wartosci poziomu
wody H(t).

Gdyby$Smy jednak chcieli opisa¢ ten proces w formie programu
symulacyjnego (zeby komputer symulowat wyplyw wody) to nie wolno by nam
bylo odwota¢ si¢ do jakiegokolwiek procesu ciagglego — wszystko musiatoby si¢
odbywa¢ w sposob dyskretny. Konieczne wigc byloby wprowadzenie
dyskretnej skali czasu. Zamiast zmiennej ciagglej t reprezentujacej czas w fizyce
musimy wprowadzi¢ dyskretne numery chwil czasowych n, odlegtych od siebie
0 pewien skonczony krok czasowy (odstep czasu) 4, i dyskretne warto$ci
interesujacej nas zmiennej (poziomu wody) H(n) w tych wtasnie branych pod
uwage chwilach czasowych. Ustalamy, ze rozwaza¢ bgdziemy chwile czasowe
Z pewnego ustalonego przedziatu: n = 1, 2, ..., N. Dodatkowo umawiamy sig¢, ze
znak ,,=" w zapisie algorytmu nie oznacza rowno$ci w sensie matematycznym,
tylko nakazuje obliczenie warto$ci wystepujacej po prawej stronie tego znaku
i nadanie tej warto$ci zmiennej znajdujacej sie po lewej jego stronie. Schemat
takiej czynno$ci (ogllnie znanej w informatyce jako tzw. instrukcja
podstawienia) jest nastgpujacy:

zmienna ktorej bedzie nadana wartos¢ = formuta obliczajgca wartosc

(2.19)
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Warto uwaznie przyjrze¢ si¢ podanemu wyzej schematowi, bo jego
doktadne zrozumienie ustrzeze nas przed zdziwieniem towarzyszacym ogladaniu
zapisu:

n=n+1 (2.20)

Gdyby powyzszy zapis traktowac jako rownanie matematyczne - to bylaby
to sprzecznos$é¢, bo niezaleznie od tego, co bysmy chcieli podstawi¢ jako
aktualng warto$¢ zmiennej n, nigdy nie uda si¢ sprawic¢, by owa wartos¢ byta
rowna ... samej sobie powickszonej o jeden!

Jesli jednak uwzglednimy interpretacje podang formulg (2.19) to zapis
podany we wzorze (2.20) staje si¢ jasny: po prostu nalezy wziag¢ poprzednia
(dotychczasowg) warto$¢ zmiennej n i zwigkszy¢ ja o 1, za$ to, co wyjdzie,
nalezy dalej wykorzystywac¢ jako nowg warto$¢ zmiennej n.

Po tych wyjasnieniach mozemy opisa¢ algorytm, ktory zapewni symulacje
rozwazanego zjawiska (wyptywu wody z naczynia):

1. Ustaw n = 1oraz H(n) = H(1) = H,

2. Oblicz spadek poziomu wody U(n), spowodowany tg wodg, ktéra

wyplynie z naczynia w ciggu odstgpu czasu 4 pomigdzy chwila czasowa
n a chwilg czasowa n+1. Ten ubytek U(n) mozemy wyliczy¢ ze
Wzoru:

Um) =HMn) kA
3. Oblicz poziom wody w chwili n+1 odejmujac od poziomu H(n) spadek
poziomu U(n), jaki nastgpit pomiedzy chwilg czasowa n a chwilg
czasowa n+1. Korzystamy przy tym ze wzoru:

H(n+1) = H(n) — U(n)
4. Zmieniamy numer rozwazanej chwili czasowej, to znaczy warto$¢
zmiennej n zwigkszamy o jeden:

n=n+1
5. Jesli n <N to powtarzamy powyzsze czynnosci poczynajac od punktu
2.
6. Do tego punktu docieramy, gdy n osiagnie zatozong wartos¢ N. Oznacza
to zakonczenie obliczen i zatrzymanie algorytmu.

W nastepstwie wykonania tego algorytmu mozemy uzyskaé seri¢
dyskretnych wartoéci, podajagcych poziom wody w naczyniu w wybranych
dyskretnych momentach czasu (Rys. 2.43), co jednak rdzni si¢ dosyc¢ istotnie od
przebiegu ciaglego ilustrujacego rzeczywisty przebieg zjawiska (por. rys. 2.42).
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Rys. 2.43. Zbior dyskretnych warto$ci przyblizajacych — z wykorzystaniem
algorytmu - przebieg procesu oprdzniania naczynia

Dyskretny charakter algorytmu nie musi by¢ istotng przeszkoda przy
uzyskiwaniu uzytecznych praktycznie wynikoéw. Interpolujac dyskretne punkty
uzyskane przy pomocy algorytmicznej symulacji mozemy uzyskaé przebieg
(pokazany linig przerywang na rysunku 2.44), ktory catkiem dobrze
aproksymuje ciagla rzeczywistos¢. Niemniej to fundamentalne rozréznienie
pomigdzy ciagtym (Rys. 2.42) i dyskretnym (Rys. 2.43) obrazem tych samych
zjawisk 1 procesdéw musi towarzyszy¢ nam przy kazdej probie symulacji
komputerowej.
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Rys. 2.44. Odtwarzanie aproksymacji przebiegu ciagtego z serii dyskretnych
wartosci za pomocg interpolacji

2.4.4. Charakterystyka procesow w systemie ze sprieieniem Iwrotnym
dodatnim i ujemnym

Po dygresji, jaka byta przeprowadzona wyzej dyskusja na temat dyskretnego

charakteru sygnatow dynamicznych (czyli bedacych funkcjami czasu), wrocimy
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do rysunku 2.36 i do modelowania procesow toczgcych si¢ w systemie ze
sprzezeniem zwrotnym. Uwzgledniajac dyskusje przeprowadzong wyzej
mozemy rozwazy¢, jak bedzie wygladat uktad dyskretnych sygnatow w systemie
ze sprzezeniem zwrotnym w kolejnych dyskretnych chwilach czasowych.
Numerujac te chwile i przyjmujac jako Krok czasowy dyskretyzacji warto$¢
opoznienia 4 wystgpujacego w uktadzie B mozemy sytuacje poczatkowa
W ukladzie ze sprzgzeniem zwrotnym przedstawi¢ tak, jak to pokazano na
rysunku 2.45.

X))
5 I
X2 5 Y0

&a

Rys. 2.45. Poczatek funkcjonowania systemu ze sprze¢zeniem zwrotnym

Kolejne dwa kroki procesu dziatania systemu ze sprzezeniem zwrotnym
przedstawia rysunek 2.46. Dalszego ciggu tatwo si¢ domyslic.

X(3)

%)

Rys. 2.46. Dalszy ciag funkcjonowania systemu ze sprzgzeniem zwrotnym

¥(3)

Dziatanie omawianego systemu mozna teraz opisa¢ matematycznie. Dla
pierwszego kroku mamy:

Y(1) = A X(1) (2.21)

X(2) =B Y(l) =BAX(1) (2.22)
Drugi krok obliczamy analogicznie:

Y(2) = AX(2) (2.23)

X(3) =B Y(2) = (B A’ X(1) (2.24)

MoglibySmy bez trudu opisa¢ co dzieje si¢ w trzecim, czwartym i W
dalszych krokach, ale tatwa do wykrycia regularno$¢ w strukturze wzoréw
(2.22) 1 (2.24) pozwala wypisac od razu ogo6lng formule, pozwalajaca wyznaczy¢
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sygnat X(n) pojawiajacy si¢ w systemie na n-tym kroku jego dziatania. Taka
ogo6lna formuta ma postac:
X(n) = (B A)" X(1) (2.25)

Jak wida¢ zachowanie systemu ze sprzezeniem zwrotnym determinowane
jest przez dwa czynniki: iloczyn B A (nazwiemy go funkcjg przejscia systemu
otwartego) oraz warto$¢ sygnatu X, ktora na poczatku obliczen oznaczana jest
jako X(1) (wartos$¢ t¢ okre§limy jako warunek poczatkowy).

Zajmiemy si¢ teraz tymi dwoma czynnikami rozpatrujagc wptyw, jaki maja
one na zachowanie rozwazanego systemu.

Wyjasnijmy moze najpierw, dlaczego iloczyn B A nazywamy funkcja
przej$cia systemu otwartego. Popatrzmy na rysunek 2.47. Wida¢ na nim, ze w
momencie gdy sprzezenie zwrotne ,,otworzymy” (usuwajac polaczenie wigzace
obiekt B z obiektem A) — to powstaje znany nam system dwoch potaczonych
szeregowo obiektow, ktorego taczna funkcja przejScia wyraza si¢ wiasnie
wzorem B A.

X(t) Y(¢)
—

X(t+A)

Rys. 2.47. Funkcja przejscia uktadu otwartego

Co mozemy wywnioskowa¢ analizujgc funkcje przejscia systemu
otwartego?

W pierwszej kolejnosci mozemy rozr6zni¢c dwa rodzaje systemow: ze
sprzezeniem zwrotnym dodatnim i ujemnym.

System ze sprzgzeniem zwrotnym dodatnim mamy wtedy, gdy B A > 0. Taki
wynik mozemy otrzymac, gdy A > 0 i rOwnocze$nie takze B > 0. Zauwazmy, zZe
przy zatozeniu’ |BA| > 1 w takim systemie kazda zmiana dowolnego sygnatu
bedzie miata tendencje do pogltebiania sie. Na przyklad jesli z jakich§ powodow
w pewnym momencie X(t) wzroénie — to na skutek tego, ze A > 0 wzrosnie takze
Y(t), za$ ten wzrost wymusi zwigkszenie X(7 + 4) po okresie op6znienia — i koto
si¢ zamyka, bo w nastepstwie takze Y(r + 4) wzroénie itd. [lustruje to rysunek
4.28, gdzie pustymi strzalkami zaznaczono zmiany wartosci odpowiednich
sygnalow.

’ Znaczenie tego zalozenia zostanie przedyskutowane dale;j.
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xt ] vie) ]
C +A
+B
X(t+1) ﬁ Y( t}ﬁ
Rys. 2.48. Krag zmian sygnatow w systemie z dodatnim sprzgzeniem
zwrotnym

Czytelnik moze tatwo sprawdzi¢, ze efekt samorzutnego poglgbiania si¢
zmian zadziala w rozwazanym systemie rowniez wtedy, gdy poczatkowa
odchytka bedzie zmalenie (a nie wzrost) jednego z rozwazanych sygnatow, a
takze w przypadku, kiedy efekt B A > 0 bedzie uzyskanadla A<0 oraz B <
0.

Sprzgzenie zwrotne dodanie jest potencjalnie destrukcyjne — nawet mata
zmiana jednego z rozwazanych sygnatow (na przykiad wynikajaca z tego, ze na
jeden z obiektow zadziatato zaktdcenie) doprowadzi do tego, ze zmiana bedzie
si¢ powigkszala i poglebiata — az wreszcie doprowadzi to do katastrofy. Tak
najczesciej jest w rzeczywistosci i naprawde wiele katastrof réznych systemow
zostato spowodowane tym, ze ujawnito si¢ w nich dodatnie sprze¢zenie zwrotne.
Na przyktad rozwdj raka jest przykltadem systemu ze sprzezeniem zwrotnym
dodatnim. Im wiecej komorek zaatakowanego przez nowotwor narzadu
przechodzi do fazy komorek proliferujacych (patrz podrozdziat 4.7.2) — tym
wigcej takich zmienionych rakowo komoérek moze si¢ ujawni¢c w kolejnym
okresie czasu. W efekcie rak rosnie coraz szybciej, nacieka sasiednie (zdrowe)
tkanki 1 wreszcie prowadzi do $mierci zaatakowanego narzadu i calego
organizmu. Jednak tak by¢ nie musi. Mozna sprawié, zeby system z dodatnim
sprzezeniem zwrotnym pozostawal w rdwnowadze — o czym przekonamy sig
w kolejnym podrozdziale.

Zanim to jednak nastagpi rozwazmy przypadek sprz¢zenia zwrotnego
ujemnego.

W systemie cechujgcym si¢ takim typem sprzezenia mamy oczywiscie B A <
0, co w rozwazanym systemie bedzie uzyskane dla A >0 oraz B < 0. Latwo
przesledzi¢ (na przyktad na rysunku 2.49), ze gdy w takim systemie zaistnieje
jaka$ odchylka jednego z sygnalow (na przyktad wzrost X (t) ) — to system
bedzie dazyt do jej zlikwidowania (czyli pojawi si¢ tendencja do obnizenia

X ().
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xt {1 v {1
C +A
-B
e+ 1)1} v/l
Rys. 2.49. Przebieg zmian warto$ci sygnatow w systemie ze sprzgzeniem

zwrotnym ujemnym. Oznaczenia +A oraz —B uzyto wytacznie w tym celu, zeby
podkresli¢ iz A jest dodatnie a B ujemne.

W przeciwienstwie do grozacego katastrofa sprz¢zenia dodatniego —
sprzezenie ujemne sprawia wrazenie czynnika sprzyjajacego stabilizacji
zachowania systemu. Jest to wrazenie trafne, gdyz wigkszo$¢ systemow, w
ktérych wbrew dziatajacym zaktoceniom udaje si¢ zachowaé stala wartos¢
jakiego$ istotnego parametru — oparta jest na dzialaniu ujemnego sprzezenia
Zwrotnego.

Przyktadem bardzo dobrze dziatajacego systemu z ujemnym sprzezeniem
zwrotnym jest system termoregulacji organizmu, dzieki ktoremu ciato cztowieka
zachowuje stalg temperature (36,6 °C) mimo przebywania zaréwno
w srodowiskach bardzo goracych jak i bardzo chtodnych.

Gdy czlowiek znajdzie si¢ w bardzo goragcym miejscu (na przyklad na
pustyni lub przy hutniczym piecu) temperatura jego ciata takze ma tendencje do
wzrastania, co w skrajnym przypadku moze by¢ niebezpieczne dla zycia lub
zdrowia. Ale w tym momencie ujemne sprzezenie zwrotne stabilizujace cieptote
ciata czlowieka (jako jeden z mechanizméw tak zwanej homeostazy organizmu),
powoduje zwiekszenie przepltywu krwi w warstwie podskornej (co sie objawia
w tym, ze na przyktad twarz czerwienieje) oraz skora zaczyna wydziela¢ duze
ilosci potu, ktéorego parowanie powoduje odbior ciepta od organizmu i jego
chlodzenie. Zauwazmy, ze jest to klasyczny system ze sprzezeniem zwrotnym
uyjemnym. Im wyzsza jest cieplota ciala czlowieka, tym intensywniej
wytwarzany jest pot i tym wigcej ciepla jest oddawane do otoczenia, co
powoduje obnizenie cieploty ciata. Dopoki ten mechanizm dziata sprawnie —
czlowiek jest w stanie utrzymac¢ normalng cieptote ciata mimo znalezienia si¢
w tropikalnym upale.

Podobny mechanizm dziala takze w przypadku, gdy cztowiek znajdzie si¢
w zimnym otoczeniu. Ochlodzenie ciata powoduje zwigkszenie produkcji ciepla
w tkankach, w ktorych metabolizowana jest glukoza pochodzaca z pokarmu.
Proces ,,spalania” tego biologicznego ,,paliwa” wytwarza potrzebne cieplo,
a poniewaz to spalanie najintensywniej zachodzi w pracujacych mig$niach
(wystarczy spojrze¢ na rozgrzane ciato sportowca po duzym wysitku) — dlatego
organizm chcac wytworzy¢ wigcej ciepta wprawia niekiedy cialo w drzenie,
podczas ktérego naprzemiennie pracujgce migsnie zginaczy i prostownikow
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wytwarzajg potrzebne ciepto. Nietrudno zauwazy¢, ze tu takze dziata ujemne
sprzezenie zwrotne.

Jak powiedziano wyzej — sprzezenie zwrotne ujemne zwykle stabilizuje
system. Zwykle to nie znaczy jednak, ze zawsze. Przyjrzymy si¢ teraz temu
problemowi nieco doktadniej.

2.4.5. Stabilnosé w systemie ze sprzeieniem gwrotnym

Zeby sie przekona¢, jak zachowuja si¢ systemy ze sprzezeniem zwrotnym
dodatnim albo ujemnym w r6znych warunkach — wykonajmy prosta symulacje
zachowania takiego systemu wykorzystujac wzor (2.25). Najwygodniej jest to
wykona¢ za pomocg arkusza kalkulacyjnego (na przyktad Excela — Rys. 2.50).

B3 - fe| =1,1°B2
A B C
1 t X
2 1 1
3 21 111
4 3 1,21
5 4 1,331
6 5 1,4641
7 6 1,61051

Rys. 2.50. Symulacja systemu ze sprzgzeniem zwrotnym dodatnim za
pomocg arkusza kalkulacyjnego

Zatézmy, ze chcemy zaobserwowa¢ dzialanie systemy ze sprzezeniem
dodatnim dla:

BA=11.
W pierwszej kolumnie arkusza (w kolumnie A) wpisujemy oznaczenie t
a nastepnie w kolejnych komorkach numery kolejnych chwili czasowych:

1,2,3 ...

na poczatku drugiej kolumny wpisujemy oznaczenie X a w nastgpnej komorce
warunek poczatkowy X(1) (na przyklad wartos¢ 1). Dla przeprowadzenia
symulacji w kolejnej komorce drugiej kolumny (komorka B3) wpisujemy
formute odpowiadajacg wzorowi (2.25) dla n = 1 (patrz Rys. 2.50). Formule te
kopiujemy nast¢pnie do kolejnych komorek kolumny B arkusza — i juz mozemy
oglada¢ przebieg sygnatu X w kolejnych chwilach czasowych w postaci tabelki
warto$ci widocznych w arkuszu albo w postaci wykresu, ktory z pomoca
narzedzi arkusza kalkulacyjnego mozna tez bardzo tatwo sporzadzi¢ (Rys. 2.51).
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Rys. 2.51. Niestabilne zachowanie systemu ze sprz¢zeniem zwrotnym
dodatnim

Zachowanie systemu przedstawione na rysunku 2.51 jest doktadnie takie,
jakiego moglismy si¢ spodziewaC¢ po systemie ze sprz¢zeniem zwrotnym
dodatnim. W miare uplywu czasu obserwowany sygnat narasta, co wiecej jego
wzrost jest coraz szybszy i latwo przewidzie¢, ze wszystko to zmierza do
katastrofy. Jednak ta sytuacja zwiagzana jest z wartoscig iloczynu A B, ktory
wczesniej pozwalal nam odrozni¢ system ze sprzezeniem dodatnim od systemu
ze sprzezeniem ujemnym, a teraz pozwoli odrozni¢ system niestabilny od
systemu stabilnego. Rozwazmy bowiem zachowanie systemu ze sprzgzeniem
zwrotnym dodatnim, ale o mniejszej wartosci iloczynu A B (Rys. 2.52).

BA=1,01
Y 08

0,6
0,4
0,2

0
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35

Rys. 2.52. Dynamika uktadu ze sprzezeniem zwrotnym: sprzezenie dodatnie
stabo niestabilne

Symulacje zachowania takiego systemu mozemy uzyska¢ zmieniajgc
formule w komorce B3 arkusza i kopiujac do kolejnych komorek B4 — B35. W
taki wiasnie sposob uzyskano wykres pokazany na rysunku 2.52. Wida¢, ze w
tym systemie nadal warto$¢ sygnalu wzrasta, ale wzrost ten jest powolny,
przynajmniej na poczatku. Jesli wigc rozwazany system reprezentuje proces
niekorzystny — na przyktad wspomniany w podrozdziale 2.4.4 i modelowany
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w podrozdziale 4.7.2 wzrost raka — to przy niewielkiej dynamice
obserwowanego wzrostu jest czas na interwencj¢ medyczng, ktoéra pozwoli
sytuacje opanowac. Oczywiscie zwleka¢ nie mozna, bo kazdy system ze
sprzezeniem zwrotnym dodatnim ma tendencje do coraz szybszego wzrostu
wystepujacych w nim sygnatéw, wiec jesli nawet poczatek zmian jest bardzo
powolny i tagodny, to po uplywie pewnego czasu sprawy nabieraja
dramatycznego tempa (Rys. 2.53).
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Rys. 2.53. Po uptywie dluzszego czasu kazdy system ze sprzgzeniem
zwrotnym dodatnim wykazuje tendencj¢ do nicograniczonego wzrostu sygnalow

Jednak przekonanie o tym, ze kazdy system ze sprzezeniem zwrotnym
dodatnim musi zmierza¢ do katastrofy byloby przekonaniem btednym. Okazuje
sig, ze gdy wartosci iloczynu A B sg mniejsze od 1 to system ze sprzezeniem
zwrotnym dodatnim nie tylko nie wykazuje tendencji do samozagtady, ale wrecz
samorzutnie si¢ stabilizuje, eliminujac poczatkowe zaburzenie (Rys. 2.54).
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Rys. 2.54. Zachowanie systemu ze sprzezeniem zwrotnym dodatnim

zachowujacego jednak stabilnos¢

Jak wida¢ z przeprowadzonych eksperymentéw — nie kazdy system ze
sprzezenie zwrotnym dodatnim musi dazy¢ do katastrofy, chociaz najczesciej
systemy tego rodzaju sktonnosci do samozagtady majag wbudowane i trudno si¢

ich pozby¢.

Zajmijmy si¢ teraz systemem ze sprzezeniem zwrotnym ujemnym. Do
badania jego zachowania uzyjemy tego samego arkusza kalkulacyjnego, tylko
do komorki B3 wpiszemy formulg zawierajagca ujemny czynnik odpowiadajacy
iloczynowi A B, kopiujac ja potem do odpowiednich dalszych komorek kolumny
B arkusza. Na poczatek przyjmijmy A B = -0,5. Zachowanie systemu mozna
przesledzi¢ na rysunku 2.55. Widaé, ze poczatkowe zaburzenie (bo tak moze by¢
traktowana kazda niezerowa warto$¢ X(1) ) po krotkim czasie zostaje sttumione.
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Rys. 2.55. Zachowanie typowego systemu z ujemnym sprz¢zeniem

zwrotnym
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Warto zauwazy¢ jakoSciowa rdéznice pomigdzy przebiegiem sygnatu
pokazanym na rysunku 2.55, a rozwazanym wczesniej przebiegiem z rysunku
2.54. W jednym i drugim przypadku zaburzenie jest thumione, jednak przebieg
na rysunku 2.55 wykazuje charakterystyczne oscylacje. Takie zafalowania
sygnalu sg charakterystyczne dla systeméw ze sprzezeniem zwrotnym ujemnym
— jesli gdziekolwiek cokolwiek oscyluje to na pewno jest w tym ,,zamieszany”
jaki§ system z ujemnym sprz¢zeniem zwrotnym. Na przyklad drzenie rak
wystepujace u ludzi w starszym wieku lub chorych na chorobg Parkinsona jest
skutkiem tego, ze mig$nie uzywane podczas wykonywania dowolnych ruchéow
sa sterowane przez nerwowo-migsniowy system regulacji obejmujacy miedzy
innymi tak zwane motoneurony w rogach przednich rdzenia kregowego,
nazywany petla gamma. A kazdy system regulacji — to ujemne sprzezenie
zwrotne.

Na szczego6lng uwage zastuguje fakt, ze usuwajac zaburzenie w postaci
niezerowej dodatniej wartosci X(1) = 1 system ze sprzezeniem zwrotnym
wygenerowal odchytke o przeciwnym znaku X(2) — w rozwazanym przypadku
wynoszacg X(2) = -0,5. To takze charakterystyczna cecha systemow z ujemnym
sprzezeniem zwrotnym — regulujac okreslong nieprawidtowos¢ pojawiajaca sig
w formie odchylki od prawidlowych wartosci sygnaldow wystepujacych
W systemie system w pierwsze] chwili wytwarza takze odchytke, tylko
przeciwnie skierowang. Ta odchylka wygenerowana w systemie nazywana jest
przeregulowaniem i jest znana z codziennej obserwacji systemow, w ktorych
mamy do czynienia ze sprzezeniem zwrotnym i z jego regulacyjna rola. Kazdy
Czytelnik moglby z wlasnych doswiadczen zyciowych przytoczy¢ liczne
przyktady tego, jak po okresie nadmiernego ,,luzu” nastgpowato przesadnie silne
»dokrecenie sruby”, jednak konsekwentnie trzymajac si¢ tego, ze w tej ksigzce
chetnie odwotujemy si¢ do przykladow biomedycznej natury oméwimy
nastgpujace zjawisko: Otdz jednym z systemoOw ze sprz¢zeniem zwrotnym
wystepujacych w organizmie cztowieka jest system regulacji ci$nienia krwi.
Gdy cisnienie to z jakich§ powodow spadnie — uruchamiane s rézne czynniki,
ktoére to cisnienie mogg podnies¢. Gtownie nastgpuje wzmocnienie akcji serca
(powigksza sig¢ czgstos¢ uderzen serca oraz sita jego skurczu) a takze kurcza sig
naczynia krwionosne, co powoduje zwigkszenie oporu jaki napotyka ptynaca
krew. Skurcz naczyn powoduje podwyzszenie ci$nienia krwi podobnie jak
zapora na rzece podnosi poziom wody. Wzmocniona akcja serca powoduje
silniejsze pompowanie krwi i tez podnosi ci$nienie. W sumie odchytka (spadek
ci$nienia) zostaje skompensowana, mamy wig¢c z pewnoscia do czynienia ze
sprzgzeniem zwrotnym ujemnym. Analogiczny krag przyczyn i skutkow mozna
by byto przesledzi¢ dla sytuacji kiedy poziom ci$nienia krwi wzrést ponad miare
— serce wtedy spowalnia, a naczynia krwiono$nie wiotczeja, CO powoduje
spadek cis$nienia.
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Rys. 2.56. Test pionizacji jako sposdb badania systemu ze sprzgzeniem
zwrotnym zwigzanego ze stabilizacja ci$nienia krwi (zrédto:
http://wdict.net/img/tilt+table+test.jpg, dostep lipiec 2011)

Jesli do tego systemu wprowadzimy celowe zaktocenie to mozemy niekiedy
zaobserwowac efekt przeregulowania. Na przyklad u osob, ktorych uktad
sercowo-naczyniowy nie dziata prawidlowo, prostym sposobem przetestowania
funkcjonowania oméwionego systemu regulacji jest tak zwany test pionizacji.
Kladziemy pacjenta na t6zku, czekamy az rytm serca (rejestrowany na lezaco)
uspokoi si¢ i cisnienie krwi si¢ ustabilizuje — 1 kazemy pacjentowi wstaé albo
podnosimy go prawie do pionu wraz ze stosownie zmechanizowanym t6zkiem
(Rys. 2.56).

Nastepuje skok cisnienia zwigzany z tym, ze serce, ktore do tej pory
pompowato krew ptyngca wylacznie w poziomie — musi teraz pokonac takze
opor stupa cieczy wznoszacego si¢ od serca az do poziomu czubka gltowy. Serce
w pierwszej chwili nie wydala, czego skutkiem jest spadek ci$nienia krwi. Uktad
regulacji cisnienia wykrywa ten fakt i wywoluje przyspieszenia akcji serca
i skurcz naczyn, co powoduje wzrost ci$nienia krwi. Wystepuje przy tym
z reguty przeregulowanie i pacjentowi (jak to si¢ obrazowo mowi) uderza krew
do glowy, czyli po nadmiernym spadku cisnienia nastgpuje jego nienaturalny
wzrost. Obserwujac ten proces doswiadczony kardiolog dowiaduje si¢ bardzo
wiele o tym, jak dziata serce i uktad krwionosny pacjenta, a o to w tym
przypadku chodzi. Ale przyjemne to nie jest...

Wro¢my do ogladania przebiegow zmiennosci czasowej sygnatéw roéznych
systemOw ze sprzezeniem zwrotnym ujemnym. Przebieg pokazany na rysunku
2.55 powstal w systemie, w ktorym iloczyn A B byt ujemny, ale miat niewielka
warto$§¢ bezwzgledng. Co bedzie, gdy te wartos¢ zwigkszymy? Odpowiedz
przynosi rysunek 2.57.


http://wdict.net/img/tilt+table+test.jpg
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Rys. 2.57. Zachowanie systemu z ujemnym sprzgzeniem zwrotnym przy
wiekszej warto$ci bezwzglednej wspolczynnika wzmocnienia B A

Jak wida¢ system nadal ma wlasciwosci stabilizujace (zaistniale zaklocenie
maleje do zera), ale proces przejsciowy trwa diugo, sygnat oscyluje i drgania
gasng bardzo wolno, stowem — zbiera si¢ na co$ niedobrego.

To, co niedobrego moze nas spotka¢ pokazuje rysunek 2.58. Po kolejnym
zwigkszeniu warto$ci bezwzglednej wspotczynnika wzmocnienia systemu
otwartego A B — system ze sprzezeniem zwrotnym utracil stabilno$§é. Zaczat
dazy¢ do katastrofy chociaz byt systemem ze sprz¢zeniem zwrotnym ujemnym!
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Rys. 2.58. Niestabilno$¢ w systemie ze sprz¢zeniem zwrotnym ujemnym

Podsumowujac mozna stwierdzi¢, ze w systemach ze sprzezeniem
zwrotnym wystepuja zjawiska i procesy, ktore w systemach zlozonych z
obiektéw tgczonych w inny sposob sa wrecz nie do pomyslenia. System bez
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sprzgzen zwrotnych, nawet tak duzy jak przedstawiony na rysunku 2.30,
zachowuje si¢ w sposob prosty i ogdlnie przewidywalny. Na wejéciu pojawia si¢
jakas warto$¢ sygnatu X, w systemie sygnal ten jest jako$ przetwarzany, a W
wyniku tego na wyjséciu systemu pojawia si¢ jaki§ sygnat Y. Na tym praca
systemu si¢ konczy. Co wigcej, jesli do takiego systemu bez sprzezen zwrotnych
nie doprowadzimy zadnego zewngetrznego sygnatu (sygnat wejsciowy X = 0) —
to system nie bedzie nic robit i w przypadku jesli jest systemem liniowym w
takim sensie, jak to opisano w podrozdziale 2.2.4 — takze sygnat wejsciowy Y =
0.

Natomiast system ze sprzgzeniem zwrotnym moze przejawia¢ bardzo
skomplikowane formy zachowania (rysunki od 2.51 do 2.58 przedstawiaja i tak
wylacznie najprostsze przyklady) bez zadnych sygnatéw docierajacych
zzewnatrz! Co wigcej, bedzie przejawial inne zachowanie, gdy bedzie
systemem ze sprzezeniem zwrotnym dodatnim, inne gdy sprzgzenie bedzie
ujemne, inne w przypadku gdy zagwarantowana bedzie stabilno$¢ systemu,
jeszcze inne gdy granica stabilno$ci bedzie przekroczona — stowem mozliwos$ci
jest wiele.

Co6z dopiero bedzie si¢ dziato, gdy system wykazujacy skomplikowang
wewnetrzng dynamike bedzie poddany zewnetrznym wymuszeniom, ktore beda
skomplikowanymi funkcjami czasu?

Aby jednak budowac¢ i bada¢ takie skomplikowane systemy musimy si¢gna¢
do aparatu matematycznego o znacznie bogatszych mozliwosciach niz ten
(elementarny) jakiego do tej pory uzywali$§my. O tym aparacie matematycznym
bedzie mowa w kolejnym podrozdziale.

2.5. Rownania rozniczkowe jako narzedzie opisu systemow
dynamicznych

Modele réznych systeméw tworzone zgodnie z zasadami opisywanymi w tej
ksigzce podzieli¢ mozna na modele statyczne i dynamiczne. Modele statyczne
charakteryzujg si¢ tym, ze wystepujace w nich sygnaty (wejSciowe i wyjsciowe)
maja warto$ci nie zmieniajace si¢ w czasie. Taka sytuacja w modelowaniu
i symulacji komputerowej okre$lana jest jako stan ustalony. W ksigzce®
wydanej w 1975 roku jeden z autorow tego skryptu zapisal nastgpujaca uwagg:

Stan ustalony wiekszosci procesow jest stosunkowo tatwy do analizy. Jest to
stan, w ktorym zjawiska trwajq w niezmienionej postaci i mozna rozpatrywac je
kolejno skupiajgc uwage na poszczegolnych fragmentach wigkszej catosci.
Mamy przy tym gwarancje, Ze przebieg procesu we fragmentach juz wczesniej
rozpatrzonych nie ulegnie w czasie analizy Zadnym zmianom,; mozemy zatem nie
miec ich stale ,,na oku” i zajq¢ sie dalszymi fragmentami.

Ten sposob analizy, aczkolwiek czesto i chetnie stosowany, nie jest jednak
W pelni wystarczajqgcy. Rzeczywistosé, jaka nas otacza, jest zmienna. Wiekszosé

® Tadeusiewicz R., Wajs W.: Maszyny analogowe i ich programowanie. Skrypt
uczelniany AGH, nr 428, Krakow 1975
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interesujgcych zjawisk polega wilasnie na pewnych zachodzqcych w czasie
i przestrzeni zmianach.

W tej samej ksiazce nieco dalej napisano:

Nasze zdolnosci analizy myslowej zawodzq przy analizie dynamiki ztoZzonych
procesow. Gubimy sie, gdy ,,wszystko od wszystkiego zalezy”, gdy we wszystkich
elementach nastgpujg rownoczesne zmiany, gdy ruchow jest zbyt wiele.

Potrzebujemy wigc przy analizie dynamiki zjawisk aparatu matematycznego,
pozwalajgcego w sformalizowany sposob opisac interesujgce nas fragmenty
rzeczywistosci.

Dalej w cytowanej ksigzce dyskutowane sa rézne modele matematyczne
pozwalajace na opis dynamiki zjawisk, miedzy innymi réwnania calkowe,
roOwnania réznicowe, rownania rozniczkowo-rdznicowe, rownania czastkowe, by
na koncu tej dyskusji sformutowac nastepujaca teze (cytujac ja tutaj zmieniono
uzywane w oryginalnej ksigzce oznaczenie X na uzywane w tej ksigzce do tego
samego celu oznaczenie Y). Z tg zmiang odpowiedni cytat brzmi:

Réwnania rézniczkowe sq najprostszym mozliwym do przyjecia opisem
dynamiki  zjawisk. Zastanowmy sie: w jaki najprostszy sposob mozna
wprowadzi¢ uzaleznienie zmiennej Y od czasu t? Najlepiej (ze wzgledu na
tatwos¢ zapisu) okreslac nie wartosé Y dla wszystkich chwil czasu t, a okresli¢ w
danej chwili czasowej zmiennosé¢ Y. Zmiennos¢ t¢ mozna wyrazi¢ w postaci
predkosci chwilowej dY/dt, przyspieszenia d°YIAt czy tez dalszych pochodnych.

Dalej nastepuje kluczowe dla przytaczanych tu rozwazan stwierdzenie:

Zmiennos¢ Y w danej chwili czasu zalezy jedynie od tej chwili czasu i od
wartosci Y w danej chwili.

Zapisujac to stwierdzenie matematycznie otrzymujemy

dY "
ar = [Y@) (2.26)

a kazdy rozpozna, ze wzor (2.26) przedstawia rownanie rézniczkowe
zwyczajne.

W zwigzku z tym dla zdecydowanej wigkszosci systemow dynamicznych
ich modelu matematycznego poszukujemy w formie réwnania rézniczkowego.
Przyktady tworzenia takich modeli wykorzystujacych réwnania rézniczkowe
podane beda w rozdziale 4. i tam odsytlamy Czytelnika po blizsze szczegdty.
Natomiast jeszcze w tym rozdziale musimy podjac¢ dyskusje na temat tego, jak
réwnania rézniczkowe moga by¢ rozwigzywane za pomocg komputera, gdyz
kazdy model tylko wtedy moze by¢ praktycznie przydatny, gdy na jego
podstawie potrafimy zbudowaé program komputerowy symulujacy zachowanie
tego modelu. W przypadku systemoéw dynamicznych opisywanych rownaniami
rézniczkowymi symulacja oznacza konieczno$¢ numerycznego rozwigzywania
tych rownan — i o takim wlasnie numerycznym rozwigzywaniu réwnan
rozniczkowych bedzie mowa w nastepnym podrozdziale.

2.6. Rownania rozniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu

W zagadnieniach praktycznych niejednokrotnie zdarza si¢, ze znalezienie
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rozwiazania réwnania rozniczkowego lub uktadu rownan modelujacych pewien
proces biologiczny wymaga czasochtonnych rachunkéw albo jest wrecz
niemozliwe do wykonania przy wykorzystaniu znanych metod analitycznych.
W tym przypadku z pomoca przychodza metody numeryczne, przyblizajace
rozwigzanie numeryczne w postaci tabeli konkretnych warto$ci funkcji bedacej
rozwigzaniem rownania przy zadanych warunkach poczatkowych na okreslonym
przedziale. Takie rozwigzanie jest latwo i wygodnie osiggalne (w koncu
obliczenia wykonuje automatycznie komputer) jednak obarczone jest pewnym
bledem w poréownaniu do rozwigzan doktadnych, a ponadto jest zawsze
rozwigzaniem szczegdlowym, nie dajacym podstaw do rozwazan ogolnych i do
og6lnych wnioskow.

Zasadniczym typem rownan rozniczkowych, uzywanych w procesach
modelowania roéznych systemow, s3 rdéwnania rozniczkowe zwyczajne
pierwszego rzedu. Poniewaz réwnanie wyzszego rzgdu mozna zawsze
przeksztatci¢ do postaci uktadu rownan pierwszego rzedu, dlatego w dalszym
ciagu tego podrozdzialu bedziemy si¢ zajmowali rownaniem postaci:

dy
5= e (2.27)

Rownania tego typu przedstawiaja zalezno$¢ pomiedzy nieznang funkcja Y,
zalezng od zmiennej t, a jej pierwsza pochodna. Rozwiagzanie rdwnania (2.27),
polega na znalezieniu funkcji Y =Y (t) okreslonej irdzniczkowalnej na

ustalonym przez nas przedziale [a,b], ktora spetnia zaleznos¢:

dy
Przedziat [a,b] moze wynika¢ z przyjetych przez nas zatozen lub tez by¢
zdeterminowany przez dziedzing funkcji po prawej stronie rownania (2.28).
Przyklad #1

dy
Dla réwnania o =5Y(t) rozwigzaniem jest kazda funkcja Y (t) =Ce™,

gdzie C e R.

W postaci analitycznej, przy braku warunku poczatkowego, rozwigzanie Y (t)
nie jest jednoznaczne. Zalezy od pewnej statej catkowania C. Formuta taka nosi
nazwg¢ rozwigzania ogolnego.

Jezeli do podanego przyktadu zostanie dodany warunek poczatkowy
np. Y (0) =2, wowczas rozwiazanie przyjmie posta¢ Y (t) = 2e™ Rozwigzanie
to jest juz jednoznaczne i nazywa si¢ rozwigzaniem szczegolnym (Rys. 2.59).
Jest ono jednym z mozliwych rozwigzan wywiedzionych zrozwigzania
ogblnego. Na rysunku 2.59 pokazano tylko kilka sposrod mozliwych rozwigzan
wywiedzionych z rozwigzania ogdlnego, w istocie jest ich nieskonczenie wiele.

Réwnanie rozniczkowe (2.27) z warunkiem poczatkowym postaci

Y (to) =Y, nosi nazwg zagadnienia poczatkowego Cauchy’ego.
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Rys. 2.59. Wybrane rozwigzanie szczegdlne oraz kilka innych mozliwych
rozwiazah wywiedzionych z rozwigzania og6lnego

Jezeli dodatkowo funkcja f(t,Y) jest ciagla ze wzgledu na zmienng t
w ustalonym przez nas przedziale [a,b] oraz speinia warunek Lipschitza ze
wzgledu na zmienng Y:

HLE‘RVYI,YZ R f (t'Yl) —f (t,Y2)| < L|Y1 _Y2| (2.29)

wowczas w przedziale [a,b] istnieje dokladnie jedno rozwigzanie Y(t)

rownania (2.27) z warunkiem poczatkowym Y (f,)=Y,. Warunek (2.29)
oznacza, ze jesteSmy w stanie dobra¢ pewnag stalg L, dla ktérej, dla dowolnych
Y, i Y,, istnieje gbrne ograniczenie szybkosci zmiennosci funkcji.

Tak zdefiniowane problemy moga by¢ rozpatrywane przy wykorzystaniu
numerycznych metod catkowania. Wymienimy teraz kilka z nich.

2.6.1. Metoda Eulera

Najprostszym algorytmem numerycznego rozwigzywania zagadnienia
poczatkowego Cauchy’ego jest metoda Eulera’, nazywana czesto metoda
stycznych (Rys. 2.60).

® Leonhard Euler (1707 - 1783) — szwajcarski matematyk i fizyk
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Y4

+Y

Rys. 2.60. Graficzna interpretacja metody Eulera. Styczna w punkcie

(8, Yo) wyznacza kolejny punkt (t.Y)

|Y (tl) _Y1|

aproksymacji rozwigzania. Warto$¢

jest btedem bezwzglednym metody numerycznej dla pierwszego
kroku

Niech dana bedzie krzywa Y(t) bedaca rozwigzaniem réwnania
rozniczkowego postaci (2.27) oraz punkty (t,,Y,), (t,Y;) i (t,,Y,) takie Ze
(Rys. 2.60):

t=t,+h, t,=t+h (2.30)
gdzie h jest statym krokiem catkowania.

Tangens kata nachylenia stycznej do krzywej Y(t) w dowolnym punkcie
(t,Y) do osi odcigtych jest wartoécia pochodnej funkcji w tym punkcie. W

oparciu 0 réwnanie (2.27), pochodna funkcji Y(t) w punkcie (t,,Y,) mozna
zastapi¢ wyrazeniem f(t;,Y,). Korzystajac zwlasnosci funkcji tangens
i nachylenia stycznej do krzywej Y(t), mozliwe jest powigzanie punktow (t,,Y,)
i (t,Y,) oraz wartoéci funkcji f(t;,Y,) (Rys. 2.60):

tga = f(tO,YO)=Y1_Y° _Y (2.31)
t,—t, h
hf (t,,Y,) =Y, -, (2.32)
Ostateczna formuta pozwalajaca znalez¢ warto$¢ punktu Y, jest nastgpujaca:
Y, =Y, +hf (t,,Y,) (2.33)

Podstawiajac Y, =Y, oraz Y, =Y, , warto$¢ punktu Y, wynosi:
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Y, =Y, +hf (t,Y,) (2.34)

Dokonujac uogolnienia formuty (2.34) dla kroku n+1, otrzymano algorytm
iteracyjny aproksymacji rozwigzania rownania rézniczkowego, znany
z literatury jako metoda Eulera:

Y., =Y, +hf(t,Y,), n=012,.. (2.35)

Przyklad #2

Wykorzystujac metode Eulera, rozwigzemy teraz w sposob numeryczny
réwnanie rézniczkowe (2.36) w przedziale [0,1] przyjmujac krok catkowania
h =0.1 oraz warunek poczatkowy Y(0) =0.4

dy

Kolejne iteracje numerycznego calkowania, w oparciu o formule (2.35),
przedstawiaja si¢ nastepujaco:

Y, =Y, +h(5Y,-1) =04+0.1(5-04-1) = 0.5 (2.37)
Y, =Y, +h(5Y,-1) =05+0.1(5-0.5-1) = 0.65 (2.38)

Y,, =Y, +h(5Y, -1)=7.888+0.1(5-7.888-1) =11.773  (2.39)

Analityczne rozwigzanie tego rdéwnania, przy wykorzystaniu metody
uzmienniania statej, to krzywa (Rys. 2.61):

Y(t)= % (e™ +1) (2.40)

301

Y(O)= £ +1)

Rozwigzanie analityczne
---®--- Rozwigzanie numeryczne

251

20

Y(t) 15l

10

Rys. 2.61. Poréwnanie analitycznego i numerycznego rozwigzania
rownania rozniczkowego (2.36) na przedziale [0,1] .
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Uwazny czytelnik z pewno$cia zauwazyl, iz przebiegi rozwigzania
analitycznego i numerycznego nie dos¢, ze nie pokrywaja sie, to sa okre$lone na
roznych zbiorach (Rys. 2.61). W przypadku numerycznego rozwigzania
roOwnania rézniczkowego zwyczajnego mamy do czynienia tylko z warto$ciami
funkcji okreslonej w dyskretnych chwilach czasu t. Odlegto$¢ pomiedzy dwoma
sgsiednimi  punktami okre§lona jest za pomoca kroku catkowania h.
W pozostatych punktach warto$¢ rozwigzania nie jest znana. Zmniejszenie
kroku catkowania h wiaze si¢ ze zwigkszeniem doktadnosci rozwigzania
(mniejsze btedy numeryczne), jednak obarczone jest dtuzszym czasem obliczen.
W przeciwienstwie do rozwigzania numerycznego, analityczna posta¢ funkcji

Y (t) okreslona jest dla dowolnej chwili czasu t > 0.

2.6.2. Metoda Rungego-Kutty IV rzedu

Wyprowadzenie formut numerycznych dla metody Rungego-Kutty IV rzedu
jest czasochtonne i wymaga skrupulatnych rachunkow. Podamy wiec jedynie
koncowe wzory metody jednoczesnie odsytajac zainteresowanego czytelnika do

prac w ktorych zawarto odpowiednie wyprowadzenia™ ™.

Yn+1=Yn+%(F1+2F2+2F3+F4), n=0212,... (2.41)
gdzie:

F =hf(t..Y,) (2.42)

1 1
F,=hf(t,+=hY, +=F) (2.43)

2 2

1 1
F,=hf(t,+=hY,+=F,) (2.44)

2 2
F,=hf(t,+hY, +F) (2.45)

2.6.3. Podsumowanie
Przedstawione powyzej algorytmy sg jedynie ,,wierzchotkiem gory lodowe;j”
wérod  numerycznych metod rozwigzywania roéwnan rozniczkowych

' D. Kincaid, W. Cheney, Analiza numeryczna, Wydawnictwo Naukowo-
Techniczne, Warszawa, 2006

' E. W. Cheney, D. R. Kincaid, Numerical Mathematics and Computing,
Brooks/Cole, 2008
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zwyczajnych. Niemniej, s3 one na tyle istotne, ze zostaly uwzglednione
W niniejszym skrypcie. Nalezy by¢ $wiadomym, ze oprocz metod
jednokrokowych, o ktorych wspomniano, istnieja metody wielokrokowe.
Roéznica migdzy nimi polega na tym, ze metody wielokrokowe do wyznaczenia

punktu Y, .; korzystaja z wartosci w kilku poprzednich punktach Y,,Y, ;,..,Y, .

Obszerny przeglad metod wielokrokowych mozna znalezé w pracy™.

Oddzielnym zagadnieniem sg metody o zmiennym kroku h oraz zmiennym
rzgdzie metody. Znajduja one zastosowania w rozwigzaniach sztywnych
uktadow réwnan rézniczkowych, tzn. takich, w ktorych jedna ze skladowych
Y,(t) zmienia si¢ bardzo szybko (lub bardzo wolno) w poréwnaniu do
pozostalych. Sztywne uklady réwnan pojawiaja si¢ m. in. w precyzyjnym
okreslaniu trajektorii obiektow kosmicznych, jak rowniez w kontroli przebiegu
procesow chemicznych.

Analiza numeryczna to nie tylko zaprogramowanie algorytmu
rozwiazujacego zagadnienie w postaci numerycznej. Jej waznym etapem jest
badanie zbiezno$ci i szacowanie btedéw numerycznych metod. Sa to
zagadnienia trudne iwymagajace znajomosci wielu metod analizy
matematycznej. Wigcej szczegolow na ten temat wnikliwy czytelnik znajdzie w
pracach cytowanych w wykazie literatury na koncu ksigzki.

2 B. Bozek, Metody obliczeniowe i ich komputerowa realizacja, Uczelniane
Wydawnictwa Naukowo-Dydaktyczne, Krakow, 2005
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3.1. Wstep

Prezentowany skrypt ma — jak wiadomo — trzy cele.

Po pierwsze ma nauczy¢ podstaw modelowania matematycznego réznych
obiektéw. Temu stuzyly dwa poprzednie rozdziaty. Po drugie ma nauczy¢ tego,
jak mozna abstrakcyjny model matematyczny przeksztalcic na program
symulacyjny, pozwalajagcy na prowadzenie badan modelowanego obiektu. To
bedzie gltéwnie przedstawione w rozdziale 4 na licznych przyktadach
0 rosnagcym stopniu zlozono$ci. Zwornikiem pomigdzy modelem rozumianym
jako zbior formut matematycznym, a modelem rozumianym jako dziatajacy
program pozwalajacy na komputerowa symulacj¢ rozwazanego systemu — jest
informatyczne narzedzie wybrane do tego, by na podstawie rownan tworzy¢
symulacyjne programy.

Takim informatycznym narzedziem moze by¢ teoretyczne dowolny jezyk
programowania. Jeden z autorow tej ksiazki pierwsze swoje modele (oczywiscie
systemow biocybernetycznych) budowat piszac wlasne programy w Algolu,
w Fortranie, nawet w popularnym kiedy$ Basicu®® a ostatnio takze w jezyku C
i w jego odmianie zwanej C#. Programy te w wersji skompilowanej (gotowej do
uzycia), ale takze w postaci kodow zrodtowych w jezyku C# dostepne sg na
stronie: http://home.agh.edu.pl/~tad, mozna wiec zobaczy¢, jak takie modele
wygladajg i jak dziataja.

Jednak samodzielne pisanie programéw symulacyjnych przy uzyciu
jezykéw programowania przeznaczonych do ogdlnego zastosowania - jest
pracochtonne. Dlatego wraz z rozpowszechnianiem si¢ technik modelowania i
symulacji komputerowej — =zaczely powstawal specjalne $rodowiska
programowe sluzace do tego, by tworzy¢ dobre programy symulacyjne przy
minimalnym wysitku i przy bardzo dobrym (takze z punktu widzenia estetyki)
wyniku koncowym.

W niniejszym skrypcie postuzono si¢ $rodowiskiem MATLAB. Srodowisko
to stalo si¢ faktycznym standardem we wspotczesnych obliczeniach naukowo-
technicznych, pozwalajacym na przyspieszenie rozwigzywania roznorodnych
problemow badawczych oraz inzynierskich. Przyspieszenie to jest osiggane
przede wszystkim przez automatyzacje rutynowych czynnosci obejmujaca
wszystkie fazy rozwigzywania danego zadania: od zbierania danych, poprzez ich
analizg i rozwijanie algorytmow, do prezentacji wynikow i wdrazania aplikacji.
Ogo6lny schemat srodowiska MATLAB przedstawia rysunek 3.1.

1 Kilkadziesiat programéw w Basicu symulujacych systemy biocybernetyczne
znane jako sieci neuronowe znalez¢ mozna w ksigzce: Tadeusiewicz R.,
Elementarne wprowadzenie do sieci neuronowych z przykiadowymi
programami, Akademicka Oficyna Wydawnicza, Warszawa, 1998. Ksigzka
ta dostgpna jest na stronie http://winntbg.bg.agh.edu.pl/skrypty2/0263/
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Dostep do danych Automatyzacja pracy

Pliki Udostepnianie
Analiza i rozwijanie algorytméw rezultatow

k-0 8E

out = untitled(varargin) m

,

-doc

Aplikacje

> . N L :> Wdrazanie
Wizualizacja Budowa aplikacji

aplikacji

Urzadzenia M =

%

Rys. 3.1. Srodowisko MATLAB oferujace migdzy innymi wsparcie dla
tworcy modeli symulacyjnych w typowych zadaniach

MATLAB to duze i wielozadaniowe narzedzie z ktorego w tym skrypcie
bedziemy korzystali w sposob wybiorczy, skupiajac uwage wytacznie na tych
elementach, ktore beda potrzebne do budowy prostych modeli
biocybernetycznych.

Osoby, ktore znaja MATLAB moga dalsza cze$¢ tego rozdziatu pomingc.
Osoby, ktore go nie znaja, a chca pozna¢ go w catoSci — takze powinny
zrezygnowac z czytania tego rozdziatu, a zamiast tego powinny siggnac po jeden
z licznych tatwo dostepnych podrecznikow opisujacych catego MATLABa™.

W tym rozdziale przedstawione zostaly bowiem wylacznie wybrane
informacje na temat S$rodowiska MATLAB, pozwalajace Czytelnikowi,
niezaznajomionemu wczesniej z tym narzedziem, rozpoczaé prace i wykorzystaé
mozliwosci tego oprogramowania do modelowania systeméw biologicznych
omawianych w skrypcie. Jednak nawet ci bardzo poczatkujacy uzytkownicy
srodowiska MATLAB nie powinni czyta¢ tego rozdziatu ,,jednym tchem” od
poczatku do konca. Srodowisko MATLAB przeznaczone jest bowiem dla
praktykow, dla ludzi, ktérzy komputera uzywaja, a nie studiuja teoretycznie
jego dziatanie. Dlatego szkolac si¢ w korzystaniu ze $rodowiska MATLAB
trzeba po pierwsze jak najszybciej znalez¢ komputer, na ktorym to srodowisko
jest zainstalowane i dziala, a potem skupi¢ si¢ na jego uzywaniu poprzez
wprowadzanie i uruchamianie najpierw prostych, a potem coraz bardziej
skomplikowanych modeli symulowanych wtasnie w tym $rodowisku. Idealnym
zasobem takich wlasnie przyktadowych modeli jest rozdzial 4 tego skryptu, w
ktorym przedstawiono programy modelujace rdézne systemy biologiczne w

Y Tytulem przykladu wskazemy tu niedawno (12/2010) wydana

czterystustronicowg ksigzke: Mrozek B., Mrozek Z., MATLAB i Simulink.
Poradnik uzytkownika. Wyd. III, Helion
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postaci M-kodoéw (patrz dalej w tym rozdziale) dla srodowiska MATLAB. W
kolejnych podrozdziatach tego rozdzialu omodwione zostang mozliwosci
srodowiska przydatne do zrozumienia sposobu budowy i dzialania tych
przyktadowych modeli prezentowanych w rozdziale 4 skryptu.

Optymalny sposob korzystania z wiadomosci zawartych w tym rozdziale
polega wigc na tym, zeby przeczyta¢ doktadnie pierwsze dwa podrozdziaty tego
rozdziatu, a reszt¢ przejrze¢ powierzchownie — i przej$¢ do czytania rozdziatu 4
ido wykonywania z pomoca komputera zawartych w nim programow
symulacyjnych. W przypadku napotkania w rozdziale 4 niezrozumiatej komendy
MATLABa — nalezy wroci¢ do tego rozdziatu, odnalez¢ stosowne wyjasnienie,
przyswoic je sobie — i powroci¢ do przyktadow w rozdziale 4.

Warto przy tym wzia¢ pod uwage nastepujaca wskazowke: Ze wzgledu na
fakt, iz $rodowisko MATLABa podlega ciaglemu rozwojowi'®, niektore
informacje oraz zamieszczone w skrypcie obrazy i schematy moga si¢
nieznacznie rézni¢ od aktualnych. Nie powinno to stanowi¢ problemu dla
Czytelnika ze wzgledu na sp6jnos¢ wygladu i nazewnictwa pomigdzy kolejnymi
wersjami $rodowiska. Poniewaz dokumentacja $rodowiska jest w jezyku
angielskim, wszedzie tam gdzie jest to konieczne podawane s3 nazwy
anglojezyczne.

3.2. Podstawy pracy ze sSrodowiskiem

MATLAB jest aplikacja udostepniajacg $rodowisko programistyczne
wysokiego poziomu, tzn. pozwala na szybka realizacj¢ r6znego rodzaju obliczen
numerycznych, bez potrzeby tworzenia duzej ilosci kodu. Jako podstawowy
przyktad mozna wzia¢ sytuacje dodawania dwoch liczb. Mozna to osiggnac po
prostu wpisujac w linii komend MATLABa (,,Command Window”) odpowiednie
polecenie (rys. 3.2).

Znaku zachety — @ 534« wpisujemy

nie wpisuje sie, jest on ns =

generowany przez — MATLAB

srodowisko MATLAB 8.4000  wySwietla
£ > | wynik

Rys. 3.2. Dodawanie dwoch liczb w MATLABIe

W dalszej czeéci skryptu, polecenia wpisywane w linii komend beda
oznaczane za pomocg znakow >> (znakow tych nie nalezy przepisywac).

Wynik obliczen jest przypisywany do zmiennej domyslnej oznaczonej jako
»ans”. Czytelnik powinien rowniez zwroci¢ uwage, iz separatorem dziesigtnym

1 Przyktady zawarte w niniejszym skrypcie zostaly utworzone w wersji R2011a
MATLABa. W innych wersjach widoki ekranu mogg si¢ nieznacznie roznic.
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w MATLABIe jest kropka, a nie przecinek.

Na podstawie powyzszego przykladu widoczne jest, iz okno polecen
MATLABa petni rol¢ rozbudowanego kalkulatora. To co odréznia MATLABa
od popularnych kalkulatorow, to mozliwo$¢ definiowania réznego rodzaju
zmiennych, przypisywania im wartosci i wykorzystania ich w dalszych
obliczeniach. Obrazuje to przyktad 3.1, w ktorym definiujemy zmienne ,,a” i ,,b”
— a nastepnie dodajemy je, rezultat przypisujac do zmiennej ,,c”. Warto zwrocic
uwage, iz MATLAB jest wrazliwy na wielkos$¢ liter, tzn. zmienna oznaczona
malg literg ,,a” to nie jest tozsama ze zmienng oznaczong wielka litera ,,A”.

Bardzo czesto w przyktadach kodu MATLABa mozna zauwazyC, iz na
koncu polecenia jest wstawiony znak $rednika (;). Znak ten umieszczony na
koncu polecenia powoduje, iz srodowisko nie wyswietla rezultatu w linii
polecen, ale polecenie jest wykonywane — patrz zapis ze zmienng ,,d” w
przyktadzie 3.1.

Przyktad 3.1 — Definiowanie zmiennych i wykorzystanie ich do obliczen

>> a=5
a:
5
>> b=3.4
3.4000
>> c=atb

8.4000

>> d=a-b;
>> e=d*10

16

Jako kolejny przyktad wezmy obliczanie pierwiastka kwadratowego z liczby
(przyktad 3.2). Mozna zada¢ pytanie — skad Czytelnik moze wiedzie¢ jakie
polecenie w MATLABie stuzy do wyznaczania pierwiastka kwadratowego?
O ile operatory nakazujace dodawanie, odejmowanie oraz inne podstawowe
operacje matematyczne sg raczej oczywiste, to znajomo$¢ sposobu zapisywania
funkcji stanowigcych wyposazenie $rodowiska moze stanowi¢ poczatkowo
problem.

Autorzy skryptu zachgcaja w tym kontekScie do korzystania z systemu
pomocy MATLABa — jest on bardzo pomocny, szczeg6lnie dla poczatkujacych
uzytkownikow. Dostep do systemu pomocy jest mozliwy na kilka sposobow:
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-z menu ,,Help”,
- z paska narzedzi (ikona ,,pytajnika” — rys.3.3),

4
Fle Edt Detug Paralel Desitop Window

alEIEE T R o)q_

[@hep
[[Fle £t Wew Go Favortes Desitop Wdm Heb
Pela |G B @) e,
- MATLAB'
N ]

Contents | Seaech Rends

Functions: Handle Graphics:
* By Category » Object Properties
Alphabetical List

Rys. 3.3. System pomocy §rodowiska MATLAB

za pomocg ikony znajdujacej si¢ obok znaku zachety w linii

(rys.3.4).

g
e IMore Hel
lore Help...
> sqrt -
(e Square root
>
. B = sgrt(¥) returns the square root of each
element of the array . For the elements of % that are
A x negative or complex, sgre (X) produces complex
~ | results
Functions ~
J sort Square root 3]
+ sqrt (Fixedpoint) Square roat of fi object
¢ sqrtm Makrix square root
[ wnoise (wavelet) Moisy wavelet test data
¢ ddencmp (wavelet) Default values for de-naising o...
i theelect (wavelet) Threshold selection for de-nois. ..
¢ qnf fwavelst) Quadrature mirror filter
& coder.extrinsic (coder) Declare extrinsic function or fu...
¢ coder.extrinsic (aml) Declare extrinsic function or fu...
[ ot (wavelet) Continuous 1-D wavelst transf..,
¢ iowtlin fwavelet) Irwverse continuos wa
e vk funinlot Frell €1l

Allproducts
Rys. 3.4. Pomoc kontekstowa w linii polecen

polecenie help <nazwa funkcji> wpisywane w oknie

srodowiska (,,Command Window” — patrz dalej),

- polecenie doc <nazwa funkcji> wpiSywane w oknie
srodowiska (,,Command Window”),
- zaznaczenie poszukiwanego stowa i nacisnigcie klawisza F1.

System pomocy oferuje kilka przydatnych mozliwosci. Sg to m.in.:

wyszukiwarka wg stow kluczowych,

polecen

polecen

polecen

podziat na kategorie (kazdy modut rozszerzajacy srodowiska posiada osobny

rozdziat w dokumentacji),

liste funkcji (zaktadka ,,Functions”), dzigki ktorej mozliwe jest

zorientowanie si¢ w funkcjonalnosci danego modutu,

przyktady (zaktadki ,.Examples” oraz ,,Demos”), prezentujace ciekawe

zastosowania danego modutu.
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Przyktad 3.2 — Uzycie przyktadowego polecenia - pierwiastek kwadratowy
z liczby

>> f=sqgrt (e)
f =
4

3.3. Dostep do danych

W procesie modelowania dowolnego fragmentu rzeczywistosci,
nieodlgcznym etapem jest zbieranie lub tworzenie danych — na podstawie
ktorych dokonywana jest symulacja. Srodowisko MATLAB zapewnia
odpowiednia funkcjonalno$¢ oraz szereg narzedzi, pozwalajacy na szybki import
danych, praktycznie w kazdym formacie plikowym, badz tez bezposrednio z
aplikacji 1 urzadzen zewnetrznych (np. kamery, karty akwizycji, urzadzenia
pomiarowego).

- przykladowe_dane.txt - Motatnik

Pl Edycia Format ‘widok Pomoc

pane prz*rk?adoweddo eksperymentu nr.l
M

120 0.4 0.05
120 0.05
120
120
120
120
120
120

0.05
0.05
0.15
0.15
0.15
0.15

(=R a e ol ol o)
] - hoen

Rys. 3.5. Przyktadowy plik tekstowy wykorzystany do importu danych

Jednym z tych narzgdzi jest ,,Import Wizard” dostepny z poziomu
przegladarki plikow. Aby przec¢wiczy¢ importowanie danych Czytelnik moze
utworzy¢ przyktadowy plik tekstowy korzystajagc z dowolnego edytora tekstu
(rys.3.5) izapisa¢ pod znang nazwa (tu przykladowe dane.txt) w jakims
katalogu, ktorego nazwe trzeba zapamigtac. Po uruchomieniu MATLABa, w
oknie interfejsu oznaczonym jako ,,Current Folder” nalezy przej$¢ do katalogu,
w ktorym znajduje si¢ plik ktory ma by¢ importowany. Dalsze kroki
przedstawione zostaty na rysunku 3.6:

e uruchomienie narzegdzia (kroki 1-2),

e mozliwo$¢ podgladu danych (krok 3) oraz

o mozliwo$§¢ wyboru i1 nazwania zmiennych (krok 4) ktore beda

utworzone w przestrzeni roboczej srodowiska.
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Za pomoca opisanego narzedzia, import danych jest w pelni interaktywny
(na zasadzie ,klikania” i wyboru opcji). Nalezy zauwazy¢, iz dostepne opcje sa
zalezne od typu wybranego pliku. Jako ¢wiczenie Czytelnik moze sprobowaé
zaimportowac inny rodzaj pliku, np. obraz.

Import danych jest rowniez mozliwy poprzez uzycie odpowiednich funkcji
odczytu danych, wpisywanych w oknie polecen ,,Command Window”. Spos6b
wpisywania polecen podany byt w poprzednim podrozdziale. Aby zobaczy¢
rezultaty wykonania tych polecen, nalezy je wpisa¢ w oknie komend MATLABa
(rezultaty nie sg prezentowane w niniejszym skrypcie ze wzgledu na zbyt duza
ilo$¢ miejsca ktore moglyby zajmowac).

o mport Wizard || ==
4\ MATLAB 7.12.0 {R2011a) O
File Edit Miew Debug Parallel Deskiop Window Help Comma Cspace O semevion O Tad () ther Nt of et headas ines:
IS & 2R D |3 B | @ | curentFoder: [ g | o clommens sseansiumion shmpmiiseiosiss ki Soms:
- 120 0.4 .05 A | dots [ testdata | colheaders.
Shortcuts (2] How to Add (2] What's New (2] CLEAR ALL (2] clc (2] matlat 120 0.5 0.05 - T —T T
| | Command Window ||*2° 0.6 0.05 3 o ——
120 0.7 0.05 4 FE Y T
) « MATLAB » prayKlady - L@ % fx s 120 0.4 0.15 F— i —
i 120 0.5 0.15 7
Mame Size 120 0.6 0.15
[Z] prayKadows_dane.txt 1KR 120 0.7 0.13
Open CtrHD -
1 Gpen Outside MATLAR < e 3
(prawy Kklawisz Show in Explorer Hew T s ] Generate MATLAB code [ Comel
myszKki na : - -
S Create Zip Fi ; ==
nazwie pliku) reate Zip File {\:wrl:frznrf — /o
Rename e Selact versEles to mpert uang theckooies
@) Creats variblas matching v,
Delete Delete W T T e e T
aanies
Compare Againsk » "f""" -
» B s e 192 duble
B e 20 20 el
Cut ChrHx
Copy ChrHC
w Indicate Files Mot on Path
< >
Import Data... Hep <Back Generate MATLAB code [ Cancel

Rys. 3.6. Import danych z pliku tekstowego za pomocg narzgdzia ,,Import
Wizard”

Najblizszym odpowiednikiem dla opisanego wyzej interaktywnego ,,Import
Wizarda” w programach pisanych dla srodowiska MATLAB jest polecenie
importdata. Pozwala ono na import danych z réznych rodzajow plikow
(przyktad 3.3).

Przyktad 3.3 — programowy import danych z pliku

>> dane=importdata ('przykladowe dane.txt')

MATLAB wyposazony jest rowniez w funkcje dedykowane do odczytu
danych z okreslonych formatow plikowych — przyktadowo:
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- imread — pozwala na wczytywanie obrazow,
- x1sread — pliki programu Excel,
- textscan — pliki tekstowe.

Pelng liste dostepnych funkcji odeczytu mozna znalez¢ w dokumentacji (doc
fileformats), przy czym nalezy zwrdci¢ uwage iz moduly rozszerzajace
oferujg bardzo czesto dodatkowe funkcje importu danych (nie zamieszczone na
tej liscie).

Po zaimportowaniu lub utworzeniu danych sg one widoczne w przegladarce
przestrzeni roboczej MATLABa (rys. 3.7). Zakladka ta wyswietla istotne
informacje na temat zmiennych aktualnie znajdujacych si¢ w pamieci (nazwa,
rozmiar, typ danych, wielko§¢ w pamiegci itd.). Widoczna jest tutaj jedna
z charakterystycznych cech srodowiska MATLAB — wszystkie dane i zmienne
sa tablicami (pojedyncza liczba to tablica o rozmiarze 1x1). Inna istotng
informacja jest typ danych. Domys$lny typ danych (wystarczajacy do obliczen
oraz przykladow podawanych w niniejszym skrypcie) to typ ,,double”
oznaczajacy liczby zmiennoprzecinkowe (tzn. takie ktére moga mieé czgsé
utamkowg) o podwojnej precyzji. Praca z tablicami oraz inne typy danych
zostang omowione w dalszych podrozdziatach.

Workspace s 0 a8 x
o T Ay W | stack [JE select data to plot -
Mame Value Size Bytes Class
{_—}I colheaders <13 cell> 1:3 186 cel

FH data <83 double>  8x3 192 double
03] tekdaka «23 cell> 2x3 328 cel

Rys. 3.7. Przestrzen robocza srodowiska ,,Workspace”

3.4. Praca z danymi i wizualizacja w Srodowisku MATLAB

Nieodlgcznym elementem modelowania jest wizualizacja oraz wstgpna
ocena zaimportowanych danych. Srodowisko MATLAB oferuje szereg narzedzi
pozwalajacych na szybka wizualizacje i przetwarzanie danych.

Z poprzedniego przyktadu (import pliku tekstowego) powinna zostaé
utworzona w przestrzeni roboczej zmienna data, zawierajaca zaimportowane
dane numeryczne. Podwojne kliknigcie na nazwie zmiennej (w "Workspace™)
uruchamia edytor tablic ("Variable editor") umozliwiajacy podglad oraz edycje
danych (rys.3.8).
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B4 RR| Q| | 8| st Base [A] plot(data(1:8,2))
A data <83 double>

4 s 6

Ctrl+X.

Ctri+C
Paste CrlsV.

eeREREERE

|

Paste Excel Data Ctrl+Shift+V.

Insert Ctrl+Plus
Delete Ctrl+Minus

R
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N

Clear Contents Delete

Create Variable from Selection

Brushing »

i

Rys. 3.8. Edytor tablic - tworzenie nowej zmiennej

Jedna z mozliwosci edytora jest tworzenie nowych zmiennych — wystarczy
zaznaczy¢ fragment z danymi i wybra¢ z menu kontekstowego (prawy klawisz
myszki) polecenie "Create Variable from Selection". Mozna réwniez utworzy¢
nowa zmienng i wypetni¢ ja wlasnymi danymi, podobnie jak w Excelu. Dane
moga rowniez zosta¢ utworzone bezposrednio w MATLABie.

Majac dane zaimportowane do przestrzeni roboczej (badz tez utworzone
bezposrednio w tym srodowisku MATLAB) mozna rozpocza¢ pracg z nimi.

MATLAB pozwala szybko i wygodnie wizualizowa¢ dane. W sposob
interaktywny mozna to osiggna¢ wybierajac zmienng w zaktadce "Workspace",
nastepnie klikajac w ikone katalogu wykresow (rys.3.9). Z wyswietlonej listy
nalezy wybiera¢ potrzebny typ wykresu.

Workspace MO? X

#|| 8l = & % BT plttnmame ]

Plots for: unnamed | All plots Name
<+ Favorites [0 colheaders lot{unnamed)

o] »

data <8:3 double>

ot d) x H

= .unname . Etextdata <243 cell»
2-D line graph using linear axes [ unnemed [0.4000,0.5000,0.6000;
bar{unnamed) x*
Bar graph
area(unnamed) b §
Filled area plot

Rys. 3.9. Katalog wykresow

Wykresy moga by¢ réwniez tworzone za pomoca polecen (co jest
wygodniejsze dla zaawansowanych uzytkownikow). Istnieje wiele rdznych
polecen tworzenia wykresoOw — najprostszg drogg do ich poznania jest uzycie
katalogu wykresow zawierajacego szczegotowe opisy. Jednym z najczesciej
uzywanych polecen jest komenda plot. Ma ona wiele odmian sktadni:

o\°

gdzie y to nazwa zmiennej ktérej
% wykres chcemy wyswietlié

plot (y)

o\

plot (x,Vy) j.w. ale dla danych x 1y
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W przykladach podanych powyzej pokazano mozliwo$¢ zaopatrywania
polecen dla MATLABa w komentarze. Do tworzenia komentarzy uzywa si¢
znaku %. Jesli si¢ go umieSci w jakiej$ linii, to caly dalszy tekst od tego znaku
do konca linii jest przez MATLAB ignorowany, uzytkownik moze wigc
umiesci¢ tam dowolne wyjasnienia i komentarze, ktére nie beda wptywaty na
zachowanie komputera, ale beda pozwalaly na umieszczenie dowolnych
objasnien i notatek czytelnych tylko dla ludzkiego oka.

Jesli méwimy o komendzie plot to szczegdlnie przydatna jest jej sktadnia
pozwalajaca na zdefiniowanie rodzaju linii, markera oraz koloru dla tworzonego
wykresu.

plot(x,y,'r"') % dodatkowy parametr 'r' okres$lajacy
% rodzaj linii i markera oraz kolor

Parametr ' r' definiuje si¢ tekstowo jako zlozenie kilku symboli. Symbole
te opisane sg szczegdlowo w dokumentacji dla polecenia plot. Jako przyktad
Czytelnik moze utworzy¢ wykres utworzonej wezesniej zmiennej:

Przyktad 3.4 — programowe tworzenie wykresu

>> plot (unnamed, '-bo'")

W powyzszym przyktadzie (3.4), parametr '-bo' okre$la linie ciggla (-),
kolor niebieski (b) oraz marker w ksztatcie kotka (o).

Po utworzeniu wykresu istnieje mozliwo$¢ dostosowania jego wygladu za
pomoca narzedzia "Plot Tools" (lub w sposob programowy). Dostep do tego
narzedzia pokazany jest na rys.3.10. Jest to rozbudowany przybornik
pozwalajacy na dowolng edycje wygladu wykresu. Przyktadowo mozliwe jest
dodanie opisoOw osi, zmiana koloru i rodzaju linii, dodanie legendy itd. W
ramach ¢wiczenia Czytelnik moze dostosowa¢ wyglad utworzonego wczesniej
wykresu do wilasnego gustu. W celu programowego dostosowania wykresu
nalezy skorzysta¢ z dokumentacji - czg¢sto uzywane polecenia to: xlabel,
ylabel (opisy osi X i y), title (tytul osi wykresu), legend (dodanie
legendy).
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Rys. 3.10. Narzedzie "Plot Tools"

Bardzo cze¢sto zachodzi potrzeba aby na jednym oknie wykresu umiesci¢
kilka wykresow. MATLAB oferuje kilka sposob osiagnigcia tego celu.

Pierwszym z nich sg tzw. ,,subplots”, czyli mozliwo$¢ umieszczenia na
jednym oknie wykresu kilku niezaleznych osi wspohrzednych. Sposob
interaktywny (za pomoca ,,Plot Tools”) zostat w tym skrypcie pominiety
poniewaz jest trywialny (wybor odpowiednich opcji z podsuwanych przez
program narzedzia mozliwoséci). W sposob programowy ,,subplots” tworzy si¢
poleceniem:

subplot (m,n, k)

Polecenie to ma 3 argumenty wejsSciowe:
-m, n — oznaczajg ilo$¢ czeséci na jakg ma by¢ dzielone okno w pionie
i poziomie,
- k — oznacza numer osi ktéra ma by¢ uvaktywniona (rys.3.11).

Przyktad 3.5 — tworzenie wykreséw (subplot)

o

>> x=0:pi/180:2*pi;

>> y=sin(x)+2*cos (2*x);
>> subplot(2,2,1)

>> plot(x,y,"'-b.")

>> subplot(2,2,4)

>> plot(x,y,'-ro'")

>> subplot(2,2,2)

>> plot(x,y,"'-kx")

>> subplot(2,2,3)

>> plot(x,y,'-m™")

tworzenie wektora x
tworzenie wektora vy
0$ wykresu nr.l

oe

oe

oe

0$ wykresu nr.4

oe

0% wykresu nr.2

oe

0$ wykresu nr.3

Powyzszy przyktad (3.5) tworzy okno wykresu zawierajace 4 osie, na kazdej
Znich tworzony jest ten sam wykres, ale innym kolorem. Wykonujac ten
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przyktad warto obserwowac rezultaty poszczegolnych polecen.

B Figure 1

BEX]

Daddse| k%

Fle Edt View Insert Toois Deskiop ‘Window Help

LNPRHA- S| 0EH =D

u

Os nr.1

Loy ¥ .

A N S M &

Os nr.2

8 “o 2 4

2
-4

o 2 4 1
F) 4
0§ nr.3 % 2
"o i
4

Os nr.4

o 2

4

& 8 o 2 4

1

8

Rys. 3.11. Rezultat wykonania przyktadu 3.5.

Jezeli zachodzi potrzeba umieszczenia kilku wykresow na tej samej osi,
konieczne jest zastosowanie polecenia hold. Polecenie to informuje
srodowisko MATLABa o tym, aby kolejne rezultaty polecen graficznych byly
umieszczane na tym samym wykresie. Domyslnie MATLAB usuwa poprzedni
wykres. Dla poréwnania czytelnik moze wykonac nastepujacy przyktad (3.6):

Przyktad 3.6 — tworzenie wykreséw (hold)

>> figure
>> x=0:p1/180:2*pi;

>> plot(x,yl,'-b.")
>> plot(x,y2,'-rx")

>> figure

>> plot(x,yl,'-b.")
>> hold on

>> plot(x,y2,'-rx")
>> hold off

>> yl=sin(x)+2*cos (2*x);
>> y2=sin(2*x)-2*cos (x);

o° o

oe

o\

tworzenie
tworzenie
tworzenie
tworzenie

o° o

o\

Q

% nadpisanie

o)

okna wykresu
wektora x
wektora yl
wektora y2

wykresu innym

% tworzenie okna wykresu

blokada nadpisania wykresu
nadpisanie wykresu innym
wylaczenie blokady
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Rys. 3.12. Rezultaty wykonania przyktadu 3.6.

3.5. Udostepnianie rezultatow oraz automatyzacja pracy

Prezentacja wynikow na wykresach (badz tez rezultatéw numerycznych w
linii polecen) nie konczy pracy z danymi. Bardzo czesto zachodzi potrzeba
wyeksportowania rezultatow i wykresow poza srodowisko MATLABa w celu
ich dalszej obrobki przy uzyciu innych programéow.

Eksport danych moze by¢ zrealizowany poprzez odpowiednie funkcje zapisu
danych (doc fileformats). Najprostsza z nich jest funkcja save,
pozwalajaca na zapis danych z przestrzeni roboczej srodowiska do pliku MAT
(binarny format danych MATLABa). Obrazuje to przyktad 3.7.

Przyktad 3.7 — r6zne sposoby programowego eksportu danych

o\

>> clear all czyszczenie przestrzeni

robocze]

oe

o°

tworzenie wektora x
tworzenie wektora y

>> x=0:pi1/180:2*pi;
>> y=sin (x)+2*cos (2*x) ;

o\

oe

>> save mojedane x y zapis zmiennych do pliku MAT
>> clear all
>> plot(x,vVy) % btad - brak zmiennych

Undefined function or variable 'x'.

>> load mojedane % wczytanie danych z pliku MAT
>> plot(x,vVy)

% programowy eksport wykresu do pliku

>> saveas (gcf, 'przyklad3-7.tiff','tiffn'")

W przypadku wykresow eksport moze by¢ zrealizowany poprzez:
- Kopiowanie wykresu przez schowek — rys 3.13 — z menu ,,Edit” okna
wykresu wybieramy polecenie ,,Copy Figure”. Wczesniej zalecane jest
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ustawienie parametroOw kopiowania poprzez wybor opcji ,,Copy
Options”. Przykladowo mozna wybra¢ szablon kopiowania dla
popularnych aplikacji takich jak Word lub PowerPoint ("Figure Copy
Template > Settings for").

Figure 1 E]@

Fle Edt ‘iew Inssrt Tools Desktop Window Help

Qy l#4- 308 am
ﬂpreferences g@
=-General | Figure Copy Template Preferences
MAT-Files
“-Confirmation Dislogs | Settingsfor: [ Word | PowerPaint]  Restore Defauls
Source Control _—
- Java Heap Memary
Gy e Keyboard Change font size
Capy Options... Fonts () Change Fant size to poinks
. Colors L
Figure Properties, Code Analyzer (3) Change font size ta 140 | of original
Axes Properties. ..
~Toakbars [ Black and white
Current Objact Properties... o d Window
ommand in
Colormap... ! Eold
elomap, Cammand History
Find Fies... Editor [Debugger Lines
Clear Figure Help
" t:
Clear Command Window ~Aeh Custom width: 2 [P
Clear Comnmand Histary Current Folder [ change style
Clear Workspace ~Nariable Editor
Workspace
3 . L L L GUIDE Uicontrals and axes
0 1 2 3 4 .
e ] Show uicontrols
= Fiaure Copy Template,
i [ Keep axes limits and tick spacing
Compier
~Repart Generator apply to Figure
SystemTest
Computer Yisian
~Niabahace Tonkhas

Rys. 3.13. Kopiowanie wykresu przez narzedzie schowka, ustawianie
preferencji

—-Zapis do pliku graficznego za pomocg narzedzia eksportu danych
(z menu ,,File” okna wykresu wybieramy polecenie ,,Export setup...” lub
»dave as...”, a nastepnie wskazujemy okreslony format pliku (rys. 3.14).

Figure 1 B=X] Figure 1 (M=

fle Edt diew Insert Tools Desktop Window Help Fle Edt view Insert Tools Desktop Window Help

tew ‘B 2 0E DO New PO 20E a0
Open. ko Open... ko
Close Chrby Close Chrkw
s Cirks save s
o
Generate Code... Generate Code...
Import Data. Inport Dat.
Save Workspace AS... Save Workspace s..
Preferen Preferences...
Export Satup port Setup...
prot roqo M2 v pllku [uriitied fig - S rrreren
Brink... . " print. .
[Fapisziskatup:  |MATLAE Figure [*fig) | (@ wpari setun: Figure 1 i
MATLAB Figure [~ fig] ~H roperses
Adobe lustrator file % al) Bes Weth afo  |w] Unts cortimeters v
-1 o dpply bo Figurs.
Bitmap file [*.bmp) i Heghk s ] R T
EPS fils [ eps] ot smtlifors
2 Enhanced metafile [".emf] L o Expart
- JPEG image [*jpal C = )
Paintbrush 24-bit file [* pox)
Portable Bitmap file [*.pbr] Careel
-3 Partable Document Format [*. pdf] el
g Portable Graymap file [*. pam| s
etk v Losd
Save a5 sty named: | defnit v
Oete actye: ®

Rys. 3.14. Zapis wykresu do pliku graficznego.

- Zapis do pliku poleceniem saveas lub print — sg to programowe
odpowiedniki ww. narzedzi (przyktad 3.7).
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- Wykorzystanie mozliwosci generacji raportow. Jest to jedna z bardziej
interesujacych mozliwosci srodowiska MATLAB, stuzaca do
automatycznego tworzenia raportow z uruchomienia M-plikow. Zostanie
ona oméwiona doktadnie ponizej.

Eksport wykreséw do plikow graficznych nie jest jedyng mozliwos$cia
udostepniania rezultatow. Uzytkownicy $rodowiska MATLAB bardzo czgsto
wymieniaja si¢ nie tylko wynikami obliczen, ale rowniez tzw. M-plikami.

M-pliki sg to pliki tekstowe z rozszerzeniem *.m, zawierajgce zapisane
polecenia MATLABa, pozwalajace odtworzy¢ wykonywane wczesniej
obliczenia. Aby to zobrazowa¢ mozna postuzy¢ si¢ przyktadem 3.6. Po wpisaniu
1 wykonaniu polecen, sa one automatycznie zapamigtywane w zaktadce historii
polecen ( ,,Command History”). Zakladka ta pozwala m.in. na szybkie
powtarzanie komend (poprzez zaznaczanie i przeciaganie ich do okna polecen)
oraz na btyskawiczne skopiowanie zaznaczenia do edytora MATLABa (prawy
klawisz myszki i wyboér z okna opcji Create Script) — rys.3.15. Edytor
MATLABa mozna rowniez otworzy¢ korzystajac z menu (File>New=>Script).

Po skopiowaniu lub wpisaniu polecen w edytorze nalezy go zapisa¢ na
dysku z wybrang nazwa (np. z nazwa przyklad3 6.m). Powstaje wtedy
w aktualnym katalogu, tzw. m-skrypt. M-skrypt to inaczej zapamigtane
komendy MATLABa wraz z kolejnoscig ich wykonania, zapisane w pliku
tekstowym.

=T IEIFE X I ACH T LT |0 vl ax
BB Geone| = x| A& 0
figure 3 . - ) =
w=03pi/180:24pis I :

1

2

< 3 yl=sin(x)+27cos(2%%) 7 %
figure 4 y2=sin(2

®=0:pi/180:2%pi; 5 plotix,¥1l,'-b.")
~yl=sin(x)+2*cos (2*X) ;

(3]
y2=sin(2*x)-2*cos(x):
plot(x,yl, "-b.") o
plot(x,y2,'-rx")

figure 11

plot (x, ciw ke i

hold on &«

cre
plotix, .,
hold of P

& Delete Selection Delete

Rys. 3.15. Tworzenie m-skryptu — zaktadka historii polecen, edytor
MATLABa

Utworzony w ten sposdb m-skrypt moze zosta¢ uruchomiony poleceniem
wskazujacym jego nazwe (patrz przyktad 3.8). Wszystkie zawarte w nim
polecenia bede wtedy kolejno wykonywane.

Przyktad 3.8 — uruchomienie m-skryptu z linii komend

>> przyklad3 6
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Tworzenie m-skryptéw pozwala na automatyzacj¢ pracy oraz na wymiang
wiedzy miedzy uzytkownikami.

Tworzac powyzszy M-plik Czytelnik mogt zauwazy¢, iz oprocz polecen
srodowiska zostalty w nim dodane rowniez komentarze. Byta o nich wzmianka
juz wczeéniej, ale teraz dodamy jeszcze kilka dodatkowych wyjasnien.
Komentarze zaczynaja si¢ od znaku % lub $%. MATLAB automatycznie
koloruje sktadni¢ podkreslajac komentarze na zielono. Dodawanie takich opisow
jest bardzo istotne. Dzigki temu tworzona jest od razu prosta dokumentacja
m-skryptu, pozwalajaca na jego zrozumienie innym osobom (a takze samemu
tworcy jesli zaglada do m-skryptu raz na kilka miesiecy). Szczegdlne znaczenie
majg komentarze w pierwszych liniach M-pliku. Jako ¢wiczenie Czytelnik moze
doda¢ do powyzszego przyktadu dodatkowy opis (3.9), a nastgpnie w linii
polecen wpisa¢ help <nazwa M-pliku>.

Przyktad 3.9 — tworzenie dokumentacji do m-skryptu

>> help przyklad3 6 % przed dodaniem opisu

No help found for przyklad3-6.m.

o NEE| MR LD (Aesh|E aARR]] E
Uzupetnienie m-skryptu B -l |+ chs |x =60
komentarzem 1 ‘% Pomoc do przykladu: przyklad3_6
> 2 $ Test pomocy nalezy dodac do m-skryptu na poczatku
3= Tigure Tworzenie OKna WyKEesd
4 - x=0:pi/180:2*%pi; % tworzenie wektora x
5 - yl=sin(x)+2%cos(2*x); % tworzsenis wsktora yl
6 — y2=sin(2%x)-2%cos(x); % tworzenies wektora y2
3 |= plot (x,yl,'-b.")
a— plot (x,y2,'—rx') % nadpisanie wykresu innym
2= figure % tworzenie okna wykresu
10 — plot(x,yl,"'-b.")
11 — hold on $ blokada nadpisania wykresu
12 — plot (x,y2, '-rx") < ipisanie wykresu innym

13 — hold off % wylaczenie blokady

>> help przyklad3 6 % po dodaniu komentarza

Pomoc do przykladu: przyklad3 6
Test pomocy nalezy dodac do m-skryptu na
poczatku

Dodawanie komentarzy do m-skryptu ma réwniez inne zastosowanie. Sa one
wykorzystywane przez narzedzie do generacji raportow. Ilustruje to ponizszy
przyktad (rys.3.16). Komentarz oznaczony podwdjnym znakiem procentu (%%)
ma specjalne znaczenie — tworzy tzw. celki umozliwiajagce wykonywanie
fragmentéw  m-skryptu. Naci$niecie przycisku ,,Publish”  spowoduje
automatyczne uruchomienie m-skryptu, zebranie wszystkich wynikow
1 wygenerowanie raportu w domys$lnym formacie (HTML). Mozliwe sg rowniez
inne formaty (DOC, PPT, TeX, PDF...).
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NEEAME9¢ (@) Aesn b ERRREE | "0«
BIE| -0 [+ #1 |=

1 %% Tytull raportu =
2 % Opls co zawlera raport

3

4 %% Tworzenie danych oraz okna wykresu

5= figure % tworzenie okna wykresu

56— ®=0:pi/180:2%pi; % tworzenie wektora

7= vl=sin(x)+2*cos(2*x); % tworzenie wektora vyl

g8 — vi=sin(2*x)-2Z*cos(x); % tworzenie wektora vyZ

9

10 %% Wizualizacja

il |= plot(x,v1l,"-b.")

12 — plot(x,v2,"-rx") % nadpisanie wykresu innym

13 — figure % tworzenie okna wykresu

14 — plot(x,vy1l,"'-b.")

15 — hold on % blokada nadpisania wykresu

16 — plot{x,v2,"-rx") % nadpisanie wykresu innym

17 — hold off % wylaczenie blokady

18

Rys. 3.16. Generacja raportow

3.6. Poslugiwanie si¢ wektorami i tablicami

W powyzszych rozdziatach zostaly omowione podstawowe sposoby uzycia
srodowiska MATLAB, obejmujace import i1 wizualizacje danych oraz
automatyzacj¢ pracy 1 udostepnianie rezultatow. Aby Czytelnik mogt
wykorzysta¢ mozliwosci tego srodowiska w wiekszym stopniu, konieczne jest
rozszerzenie informacji dotyczacych pracy z wektorami i tablicami.

Podstawowa jednostka danych w $rodowisku MATLAB jest tablica o
okreslonej liczbie wymiardw (najczesciej 2), zawierajaca dane w kolejnych
komorkach. Pojedyncza liczba to tablica o rozmiarze 1x1 i mozna jg utworzy¢
przypisujac  liczbe do zmiennej. Do modelowania, bardzo czgsto
wykorzystywane sg rowniez tablice jednowymiarowe (wektory), pozwalajgce
np. okresli¢ wektor czasu lub wektor odleglosci rozwazanego punktu od jakiego$
Wyrdznionego miejsca, istotnego dla danej symulacji. Przyklady tworzenia
zmiennych i wektoréw zostaly zamieszczone ponizej (przyktad 3.10).

Przyktad 3.10 — tworzenie zmiennych i wektoréw

>> p = 1.5 % przypisanie do zmiennej liczby,
% znak kropki jest separatorem
% dziesietnym w MATLABie

p =

1.5000
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>> t = 1:4 % tworzenie wektora t w zakresie
% od 1 do 4, domy$lna wartosé
% kroku jest rdéwna 1 - stad ilos¢é
% elementdéw wektora bedzie rdéwna 4
t:
1 2 3 4

tworzenie wektora d w zakresie
od 0 do 2 z krokiem 0.5 - ilos¢
elementdéw wektora bedzie rdéwna 5

> d = 0:0.5:2

o oo

o

d =
0 0.5000 1.0000 1.5000 2.0000
>> dl = d' % transpozycja wektora (zamiana
% wektora wierszowego na kolumnowy
dl =
0
0.5000
1.0000
1.5000
2.0000
>> k = linspace(l,3,4) % tworzenie wektora poprzez
% podanie przedziatu (w tym przypadku od 1 do 3)
% oraz ilos$ci czes$ci na ktdéra ten przedzial jest
% dzielony (tutaj 4)
k =
1.0000 1.6667 2.3333 3.0000
>> x 0:pi/180:2*pi; % tworzenie wektora zawierajacego

oo ||

wiele elementdw; aby uniknaé wypisywania catego
wektora w oknie Command Window zastosowano
S$rednik umieszczony na koncu wyrazenia.
Wyrazenie "pi" pozwala na uzyskanie gotowe]
wartosci staltej matematycznej

Tworzenie tablic w MATLABie moze by¢ zrealizowane, albo poprzez
reczne ich wpisywanie, albo za pomoca odpowiednich funkcji do tworzenia
typowych tablic. W przypadku recznego tworzenia tablic stosuje si¢ nawias
prostokatny. Poszczegdlne kolumny oddzielane sg spacjami (lub przecinkami),
natomiast wiersze — $rednikami. Nalezy zwroci¢ uwagg, iz inne znaczenie ma
umieszczenie Srednika na koncu wyrazenia (opisane wyzej jako polecenie nie
wys$wietlania warto§ci powstajacej w wyniku wykonania wyrazenia), a inne
wewnatrz nawiasoOw prostokatnych (tutaj jest to — jak wspomniano — separator

o o°

o\

o\
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wierszy tablicy). Rozne techniki tworzenia tablic zostaly przedstawione na
ponizej (przyktady 3.11a-b). Studiujac ten przyktad warto zwroci¢ uwage na
nowe polecenia MATLABa: randn, zeros, ones, eye, repmat
- ktére sa w tym przykladzie zastosowane. Polecenia te nie byly wcze$niej
omawiane, ale ich znaczenie w tak oczywisty sposéb wynika z ich uzycia, ze nie
zachodzi zapewne potrzeba dodatkowych wyjasnien.

Przyktad 3.11a — tworzenie tablic

> A = [1 2 3;4 5 6;7 8 9] % tworzenie tablicy
% o wymiarach 3x3

A =

1 2 3

4 5 6

7 8 9
> B = [-1 2 0;3 5 0] % tablica o wymiarach 2x3
B =

-1 2 0

3 5 0

>> R1 = randn(2,4)

tworzenie tablicy 2x4 liczb pseudolosowych
o rozktadzie normalnym ($rednia rdéwna O

i odchylenie standardowe 1)

o° oo

o

R1

0.5377 -2.2588 0.3188 -0.4336
1.8339 0.8622 -1.3077 0.3426

>> R2 = 3+5*randn(2,4)

tworzenie tablicy 2x4 liczb pseudolosowych

o rozkltadzie normalnym i zadanych parametrach
($rednia=3, odchylenie standardowe=5)

o° oo

o\°

Przyktad 3.11b — tworzenie tablic

>> 7 = zeros(2,2) % tworzenie tablicy 2x2 zer
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>> O = ones(2,2) % tworzenie tablicy 2x2 jedynek
O =
1 1
1 1
>> E = eye(2,2) % tworzenie macierzy
% jednostkowej o rozmiarze 2x2
E =
1 0
0 1
>> F = repmat (B,2,1) % powielanie tablicy B, dwa
% razy w pionie i jeden raz
% w poziomie
F =
-1 2 0
3 5 0
-1 2 0
3 5 0

Wigcej informacji na temat funkcji do tworzenia tablic Czytelnik znajdzie
w dokumentacji MATLABa wpisujac polecenie:
help elmat.

Tablice i wektory moga by¢ taczone ze soba, tworzac w ten sposdb nowa
tablicg. Istotne jest jednak zachowanie wymiarow taczonych elementow, tzn.
odpowiadajace sobie wymiary (wiersze lub kolumny) musza by¢ identyczne.
Istotne rowniez jest aby tablice byly tego samego typu (np. double).
W przeciwnym wypadku MATLAB zglosi blad. Obrazuja to nastgpujace
przyktady (przyktad 3.12).

Przyktad 3.12 — taczenie tablic

> A = [1 2 3;4 5 6;7 8 9];
> B = [-1 2 0;3 5 0];
>> C = [2 4;5 9;0 1]
C:
2 4
5 9
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X:
1 2 3
>> D1 = [A;B] % poprawne taczenie tablic
% (1lo$¢ wierszy tablic A i B jest taka sama).
% Srednik wewnatrz nawiaséw prostokatnych peini
% role separatora wierszy tablicy)
D1 =
1 2 3
4 5 6
7 8 9
-1 2 0
3 5 0

>> D2 = [A B] % niepoprawne taczenie tablic
(1loéci kolumn sag rdzne) - BLAD

o

Error using horzcat
CAT arguments dimensions are not consistent.

>> D3 = [A C] % poprawne taczenie tablic
% (1lo$¢ kolumn tablic A i C
% jest taka sama
D3 =
1 2 3 2 4
4 5 6 5 9
7 8 9 0 1
>> D4 = [A;x] % poprawne taczenie wektora
% 1 tablicy
D4 =
1 2 3
4 5 6
7 8 9
1 2 3

Bardzo istotna podczas pracy w MATLABie jest znajomo$¢ sposobow
indeksowania, czyli dostepu do elementéw tablic. Podstawowym trybem
dostepu jest indeksowanie typu wiersz-kolumna (patrz rys. 3.17 oraz przyktady
3.13a-c). W srodowisku MATLAB indeksy rozpoczynajg si¢ od jeden, a nie tak
jak np. w jezyku C od zera. Istnieje mozliwo$¢ wyboru wigcej niz jednego
elementu z tablicy — w takim przypadku podawane jest kilka indeksow
jednoczes$nie. Dopuszczalne jest takze indeksowanie poprzez zmienng, tzn.
utworzenie wektora liczb catkowitych i podanie go jako indeksow do tablicy.
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A =
(1,117 (1,024 1,3y 1 (1,2) 8 (1,515
2,123 (2,2 5 (@2,3y 7T (2,414 (2,516
(3,1) 4 (3,2) 6 (3,313 (3,420 (3,522
(4,110  (4,2012 (4,319 (4,421 (4,5 3
(5,111 (5,2)18 (5,3)25 (5,4) 2 (5,5) 9

Rys. 3.17. Indeksowanie wiersz-kolumna

Zmiana elementow tablicy odbywa si¢ podobnie jak ich wybor — poprzez
wyspecyfikowanie odpowiednich indekséw. Nalezy jednak pamigta¢ aby ilo$¢
elementow wstawianych do tablicy odpowiadata iloSci podanych indeksow
(wyjatkiem jest wstawianie do tablicy pojedynczej liczby).

Przyktad 3.13a — indeksowanie typu wiersz-kolumna

o

>> A = magic(5); tworzenie przykiadowej tablicy
(kwadrat magiczny) za pomoca

odpowiedniej funkcji MATLABa.

o

o

>> a = A(2,3) % wybdér liczby z tablicy (wiersz
% nr.2, kolumna nr.3)
a:
7
>> b = A(2,3:5) % wybdr trzech liczb z tablicy
% z wiersza nr.2
b =
7 14 16

Przyktad 3.13b — indeksowanie typu wiersz-kolumna

>> c = A(:,2) % wybdr drugiej kolumny z tablicy
c =
24
5
6
12

18
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>> d = A(2,[1 5])% wybdr pierwszego i pigtego
elementu z wiersza nr.2

o\

>> e = A(2,[3 3]1)% wybdbr dwa razy trzeciego
% elementu z wiersza nr.2

e:
7 7
>> 1 = 1:2; £ = A(2,1) % wybdr z drugiego wiersza
% elementdédw wg numerdw kolumn
% okreslonych w wektorze i
f =
23 5

>> 3 = 0:1; g A(2,73) % prdba wyboru elementdw
% okres$lonych przez biedne
% indeksy w wektorze j (BZLAD)
Subscript indices must either be real positive

integers or logicals.

>> A(2,3) =5 % zmiana elementu tablicy
% (wiersz 2, kolumna 3)
A =
17 24 1 8 15
23 5 5 14 16
4 6 13 20 22
10 12 19 21 3
11 18 25 2 9

Przyktad 3.13c — indeksowanie typu wiersz-kolumna

>> A(2,3:4) = [2 1] % zmiana dwdch elementodw

% w tablicy (poprzez podanie 2-
% elementowego wektora)

A =
17 24 1 8 15
23 5 2 1 16
4 6 13 20 22
10 12 19 21 3

11 18 25 2 9
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>> A(2,3:4) = 2 % zmiana dwéch elementdw w tablicy
% (podanie pojedyncze]j liczby, ktéra
% jest automatycznie powielana)
A =
17 24 1 8 15
23 5 2 2 16
4 6 13 20 22
10 12 19 21 3
11 18 25 2 9
>> A(2,3) = [2 1]1% prdba zmiany dwédch elementdw
% w tablicy, ale biledne podanie tylko
% jednego indeksu)
Subscripted assignment dimension mismatch.

Oprocz indeksowania typu wiersz-kolumna istnieja jeszcze dwa sposoby
dostepu do elementow tablicy. Pierwszy z nich to indeksowanie liniowe,
W ktorym podawany jest pojedynczy numer kolejnego elementu. Sposob
numerowania (kolejno kolumnami) przedstawiony jest na rysunku 3.18. Do
konwersji indekséw pomigdzy obydwoma sposobami indeksowania stuza
polecenia: ind2sub (indeks liniowy na indeks typu wiersz kolumna) oraz
sub2ind (indeks typu wiersz kolumna na indeks liniowy).

A =
(1)17 6) 24 (11 1 (16) 8 (21) 15
(2)23 (7y 5 2y 7 (7) 14 (22) 16
(3) 4 (8) 6 (13) 13 (18) 20 (23) 22
(4)10 (9) 12 (14) 19 (19) 21 (24) 3
(511 (10) 18 (15) 25 (200 2 (25 9

Rys. 3.18. Indeksowanie liniowe

Kolejny sposob dostepu do tablic jest szczegdlnie uzyteczny — jest to
indeksowanie logiczne, pozwalajgce na wybor =z tablicy elementow
spelniajacych okreslony warunek logiczny. Informacje o operatorach logicznych
oraz poroOwnan mozna uzyskaé w systemie pomocy (help relop). Warto
tutaj zwroci¢ jednak uwage na zapis nastgpujacych operatorow:

- alternatywa - znak |

- koniunkcja - znak &

- negacja - znak ~

- porownanie czy A jest rOwne B: A==B (nalezy uwazaé przy uzywaniu tego



100 Wprowadzenie do modelowania systemow biologicznych

operatora poniewaz bardzo latwo go pomyli¢ z operatorem przypisania
A=B).

Ide¢ indeksowania logicznego przedstawia przyktady 3.14a-b.

Przyktad 3.14a — indeksowanie logiczne

tworzenie przyktadowej tablicy

o

>> A = magic(5);

>> 1 = A>5 & A<12

o

warunek - rezultat to

tablica prawda-faisz

o wymiarach takich samych jak
wymiary tablicy A

oo oP

o

I =
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 1
>> a = A(I) % wybdr z tablicy A elementdw
% speiniajacych zadany warunek
% (wykorzystanie tablicy I do
% indeksowania)
a =
10
11
6
7
8
9

Przyktad 3.14b — indeksowanie logiczne

oe

>> 1 = find(I) znalezienie indekséw liniowych
dla elementdédw tablicy

speiniajacych warunek

oe

o\°
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RN WO

g W N

>> [j,k] = f£ind(I)

znalezienie indekséw
wiersz-kolumna

dla elementdéw tablicy
speiniajacych warunek

o° o° o°

o

3.7. Podstawowe operacje matematyczne i statystyczne

W przypadku operacji matematycznych (dodawanie, odejmowanie,
logarytm, sinus itd.) MATLAB stosuje dany operator niezaleznie dla kazdego
z elementow tablicy (przyktad 3.15). Jest to wygodne poniewaz pozwala na
szybkie otrzymanie rezultatow, bez konieczno$ci stosowania instrukcji petli.
Lista funkcji matematycznych jest dostepna w dokumentacji (help elfun).

Przyktad 3.15 — operacje matematyczne

>> A

magic (5) ;

sin (A)

.9614
.8462
.7568
.5440
.0000

o\°

tworzenie przykitadowej tablicy

o\°

wartosci sinusdéw dla kazdego
elementu tablicy (traktowanego
jako kat w radianach)

oe

oe

-0.9056 0.8415 0.9894 0.6503
-0.9589 0.6570 0.9906 -0.2879
-0.2794 0.4202 0.9129 -0.0089
-0.5366 0.1499 0.8367 0.1411
-0.7510 -0.1324 0.9093 0.4121

Wykonanie operacji statystycznej ($rednia, maksimum itd.) realizowane jest
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przez $rodowisko w inny sposob. Wiersze tablicy traktowane sa jako kolejne
obserwacje, natomiast kolumny jako elementy wielowymiarowej zmiennej
losowej (3.16). Lista funkcji statystycznych jest dostepna w dokumentacji
(help datafun).

Przyktad 3.16 — operacje statystyczne

>> A=[1 2 3 4;5 6 7 8;9 10 11 12]
% tworzenie przyktadowej tablicy

A =
1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
>> m = mean(A) % wyznaczenie $redniej dla tablicy
% Rezultatem jest 4-elementowy
% wektor zawierajacy $rednie
% z kazdej kolumny macierzy A
m:

Odpowiednikiem tablicy dwuwymiarowej w matematyce jest macierz.
W srodowisku MATLAB tablice moga by¢ rowniez traktowane jako macierze.
W przypadku dodawania i odejmowania nie ma to znaczenia (te operacje sg
wykonywane niezaleznie dla kazdego elementu tablicy). Roznice pojawiajg sie
w momencie stosowania takich operatoréw jak: mnozenie, potegowanie oraz
dzielenie. Ogdlna zasada, pozwalajaca odrézni¢ obydwa typy operacji od siebie,
jest nastgpujaca. W przypadku zastosowania operatorOw mnozenia oraz
potegowania (* "), wykonywane sg one wg zasad rachunku macierzowego.
Aby zrealizowac¢ te operacje jako tablicowe, nalezy zastosowaé kropke przed
operatorem (. * A . /). Tlustruje to przyktad (3.17).

Przyktad 3.17 — operacje tablicowe i macierzowe

%% tworzenie przyktadowych tablic A,B,C
>> A=[1 2 3 4;5 6 7 8;9 10 11 12]

A =

(€}
()}
~J
[ee]
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>> B=[54 3 2;9 8 7 6;1 2 3 5]

B =
5 4 3 2
9 8 7 6
1 2 3 5

>> C=[3 4;5 8;9 10; 6 4]

CcC =
3 4
5 8
9 10
6 4
>> D=A.*B % mnozenie tablicowe - istotna
% zgodnos$é¢ wymiardw tablic
D =
5 8 9 8
45 48 49 48
9 20 33 60
>> D=A.*C % mnozenie tablicowe - btad,
% niezgodno$¢ wymiardw tablic
Error using .*

Matrix dimensions must agree.

>> D=A*C % mnozenie macierzowe - ok,
% wg zasad rachunku macierzowego
D =
64 66
156 170
2438 274

Operator dzielenia ( / oraz \ ) w MATLABIe ma specjalne znaczenie.
Jego uzycie pozwala na rozwigzywanie uktadéw rownan liniowych.

Rozwiazujac uktady rownan, nalezy mie¢ na uwadze wtasciwg interpretacje
danych i rezultatéw. Nalezy upewni¢ si¢ z jakim rodzajem uktadu réwnan mamy
do czynienia (oznaczony, nieoznaczony, sprzeczny itd.). Pomocna moze w tym
by¢ funkcja rank podajaca rzad macierzy glownej. Szczegdly dotyczace
rozwigzywania uktadow rownan liniowych moze Czytelnik znalez¢
w odpowiedniej literaturze poswigconej algebrze.

Zadanie rozwigzywane w przyktadzie 3.18 polega na rozwiazaniu uktadu
rownan (3.1):
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X +X, =X =1
2X + X, + X, =2 (3.1)
X, —3X, =2

Uktad ten mozna zapisa¢ w formie macierzowej (3.2):

1 1 -1|x 1
2 1 1|x|=2 (3.2)
1 -3 0| x 2
—_— e ==
A X b
Kroétki zapis tego zadania ma wigc postac (3.3):
A-x=b (3.3)

Sposob zdefiniowania tego zadania w MATLABie oraz polecenie jego
rozwiazania przedstawiono w przyktadzie 3.18.

Przyktad 3.18 — rozwiazywanie uktadéw rownan liniowych
> A= [11-1; 2 1 1; 1 -3 01,
>> b = [1; 2; 2];
> x =A\D
X =
1.1818
-0.2727
-0.0909

3.8. Typy danych dostepne w $Srodowisku MATLAB

Domys$lnym typem danych w $rodowisku MATLAB sa liczby
zmiennoprzecinkowe podwdjnej precyzji (tzw. double). Oprocz tego MATLAB
pozwala na pracg z innymi typami danych numerycznych - liczby
zmiennoprzecinkowe pojedynczej precyzji (single) oraz liczby catkowite ze
znakiem i bez znaku (uint8, uintl6, uint32, uint64, int8, intl6, int32, int64).
Liczba w typie uint/int oznacza ilo$¢ bitow danego typu - np. uint8 oznacza
liczby catkowite bez znaku w zakresie 0-255. Wybdr typu danych zalezy od
wymaganej doktadno$ci obliczen oraz ew. ograniczen pamigci operacyjnej.
Przyktadowo — liczby typu double zajmuja 8 bajtow, natomiast uint8 tylko
jeden. Warto pamigtac, iz precyzja obliczen dla okreslonego typu danych nie jest
tym samym co doktadnos¢ wyswietlania liczb w oknie polecen (przyktad 3.19).
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Przyktad 3.19 — numeryczne typy danych

o

ustawienie formatowania liczb
wyswietlanych w oknie polecen
MATLABa na format skrdcony
(do 5 cyfr)

>> format short

o° oP

o\°

o

>> x1 = pi
x1l =

domy$lny typ double

3.1416

o

>> x2 = single(pi)
X2 =

konwersja na single

3.1416

o

ustawienie formatowania liczb
wyswietlanych w oknie polecen
MATLABa na format rozszerzony
(do 7 dla typu single lub

15 cyfr dla typu double)

>> format long

o° o oP

o

>> x1
x1l =

o

ponowne wyswietlenie x1

3.141592653589793

>> x2 % ponowne wysSwietlenie x2
X2 =

3.1415927

Przy operacjach matematycznych na roznych typach danych, nalezy mie¢ na
uwadze mozliwo$¢ wystapienia niepozadanych efektow. Przyktadem moze by¢
przepetienie, zaokraglanie lub brak mozliwo$ci wykonania operacji na roznych
typach danych (przyktady 3.20a-b).

Przyktad 3.20a — operacje matematyczne na réznych typach danych

>> x3

uint8(250) % typ catkowitoliczbowy,
8 bitdw, bez znaku

oe

x3 =

250

>> x4 = uint8(50)

o\

typ catkowitoliczbowy,
8 bitdw, bez znaku

o\°
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x4 =
50
>> x5 = int8(-20) % typ caitkowitoliczbowy,
% 8 bitdw, ze znakiem
x5 =
-20

o

dodawanie liczb UINT8 -
skutkiem jest przepeinienie

>> yl = x3 + x4

o

vyl =

255

o

>> intmin('uint8") funkcje pomocnicze podajace
minimalng i maksymalna
wartos¢ dla typu

catkowitoliczbowego

o° o

o

ans =

>> intmax ('uint8"')
ans =

255

Przyktad 3.20b — operacje matematyczne na réznych typach danych

o

>> y2 = x3 + x5 nie jest mozliwe dodawanie
réznych typdw danych

(catkowitoliczbowych)

o

oe

Error using +

Integers can only be combined with integers of the
same

class, or scalar doubles.

oe

>> y3 = x3 + x1 mozliwe sa jednak operacje
pomiedzy pojedynczg liczba double
a tablica liczb
catkowitoliczbowych (wystepuje

jednak zaokraglanie wyniku)

o 0P o o

y3

253
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Oprocz typdéw danych numerycznych, w srodowisku MATLAB dostgpne sa
inne rodzaje danych. Ponizej przedstawiono kilka z nich (przyktad 3.21). Typ
danych logicznych (przyjmujacych wartosci ,,prawda” albo ,falsz” co jest
kodowane jako 1 lub 0 odpowiednio) powstaje po zastosowaniu do danych typu
numerycznego lub znakowego operatoréw logicznych — przykltadowo:

==, ~=, >, <, >=, <=

Przyktad 3.21 — tablice logiczne

>> a = [1 2 3] % przyktadowy wektor double
a =

1 2 3
>> b =a > 2 % przykitad wytworzenia

o

wartosci logicznej
(prawda/fatsz, 1/0 )

o

b =
0 0 1
>> a(b) % indeksowanie logiczne (wybdr
% z tablicy "a" elementdw
% speiniajacych warunek a>2)
ans =
3

Tablice znakowe (przyktad 3.22) stuza do zapamigtywania tekstow, nazw

parametrow, itp.

Przyktad 3.22 — tablice znakowe

>> sl = 'tablica' % tablice znakowe
sl =

tablica

>> s2 = 'znakow'
s2 =

znakow
>> s2(3) % co bedzie rezultatem tego
% polecenia?

ans =

a
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>> g3 = [sl ' ' s2]

o

taczenie tablic znakdéw
(poziomo)

o

s3 =

tablica znakdéw

>> s4 = [sl ; s2]

o\

préba taczenia tablic znakdw
(pionowo) zakonczona biedem
ze wzgledu na rdézne wymiary
tablic

o° o

o

Error using vertcat
CAT arguments dimensions are not consistent.

>> s5 = strvcat(sl,s2) % prawidlowe laczenie tablic
% znakdéw o rdznych wymiarach,
% przy uzyciu odpowiedniej
% funkcji

s =

tablica

znakoéw

Dane w tablicach muszg by¢ jednorodne, tzn. wszystkie elementy tablicy sa
tego samego typu. Czgsto istnieje jednak potrzeba, aby w jednej zmiennej
zapamieta¢ roézne typy danych. MATLAB posiada dwa typy danych, ktére to
umozliwiajg. Pierwszym z nich sg tablice komorkowe (ang. cell arrays). Sg to
tablice ogdlnego przeznaczenia, pozwalajace zapamigta¢ dowolne typy danych
(przyktady 3.23a-b). Tablice komorkowe tworzone s3 z wykorzystaniem
nawiasow klamrowych { }. Dla przypomnienia - zwykte tablice tworzymy przy
uzyciu nawiasow prostokatnych []. W przypadku tablic komorkowych, inaczej
realizowane jest rowniez indeksowanie do elementow takiej tablicy. Aby to
wyjasni¢ postuzmy si¢ nastepujaca analogia. Wyobrazimy sobie, ze tablica
komoérkowa to taka szafka z szufladami. Jesli do indeksowania zastosujemy
nawiasy okraglte (), to rezultatem bedzie tablica komoérkowa (inaczej wyjmiemy
z szafki cala szuflade lub kilka szuflad). Jezeli natomiast zastosujemy nawiasy
klamrowe to rezultatem begdzie zawarto$¢ danej komorki (czyli otworzymy
szuflad¢ 1 wyjmiemy tylko jej zawarto$c).

Przyktad 3.23a — tablice komoérkowe

>> C = {pi rand(3);-

I

uint8(5) }

tworzenie tablicy kombébrkowe]
stosowane nawiasy {},
tablica zawiera w kolejnych
komérkach: liczbe pi,
tablice 3x3, liczbe -4 oraz
liczbe catkowitoliczbowag 5

o o o o oP

o\°
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[3.1416] [3x3 double]
[ -4] [ 5]

>> a = C{1,2}

o\

wybdér z tablicy kombrkowe]
zawartosci komébrki (szuflady)
o indeksie (1,2)

o

o\°

a:
0.1270 0.0975 0.9575
0.9134 0.2785 0.9649
0.6324 0.5469 0.1576

>> b = C{1,1}

o

wybdr z tablicy kombrkowe]
zawartosci komébrki (szuflady)
o indeksie (1,1)

o

o

b =
3.1416
>> ¢ = C(1,1) % wybdér z tablicy kombébrkowe]
% komdérki (catej szuflady)'!
% o indeksie (1,1)
C:
[3.1416]

Przyktad 3.23b — tablice komorkowe

>> b+c % bitad - prdba dodania liczby do

% komorki
Undefined function 'plus' for input arguments of type
'cell'.

>> class (b) % sprawdzenie typu danych
ans =

double

Q

>> class(c) % sprawdzenie typu danych
ans =

cell

Kolejnym typem sag struktury, szczegdlnie przydatne do grupowania
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danych w formie czytelnej dla cztowieka (patrz przyktady 3.24a-b). Definiuje
si¢ je poprzez podanie nazwy struktury oraz (po kropce) okreslenie pol w
ktorych beda zapamietywane dane (lub z ktérych te dane bedzie sie pobierac).
Struktury o rozmiarze 1x1 (czyli zawierajace tylko jeden rekord) nazywane sa
strukturami ptaskimi. Mozliwe jest tworzenie tablic struktur.

Przyktad 3.24a — struktury

% struktura piaska "dane" zawierajaca
% nastepujace pola: "x", "y", "paraml"
>> dane.x = [1 2 3]

dane =

x: [1 2 3]

>> dane.y = rand(1l,3)
dane =

x: [1 2 3]
y: [0.9706 0.9572 0.4854]

>> dane.paraml = '-ro
dane =
x: [1 2 3]
y: [0.9706 0.9572 0.4854]
paraml: '-ro'

Przyktad 3.24b — struktury

% przyktadowe uzycie danych ze struktury
>> plot(dane.x, dane.y, dane.paraml)

% uzupeinienie struktury o kolejny rekord
(utworzenie tablicy struktur)

%

>> dane(2) .x = [1 2 3];
>> dane(2).y = rand(1l,3);
>> dane(2) .paraml = '-bx'
dane =

1x2 struct array with fields:
X

Yy
paraml
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% przyktadowe uzycie tablicy struktur (wybdr drugiego
r

>> hold on
>> plot(dane(2) .x, dane(2).y, dane(2).paraml)
>> hold off

Kolejny, bardzo uzyteczny typ danych, to tzw. uchwyty do funkcji
(ang. function handles). Sg one wykorzystywane wszgdzie tam, gdzie zachodzi
potrzeba podania referencji do funkcji. Przykladem moze by¢ catkowanie
numeryczne realizowane przez funkcje quad. W dokumentacji do funkcji
(help quad), mozna zauwazy¢ iz wymaga ona podania jako argumentu
wywotania — funkcji catkowanej. W jaki sposéb mozna to zrobi¢? Ot6z wlasnie
za pomoca uchwytow do funkcji (przyktad 3.25). Inne zastosowania uchwytow
do funkcji to: optymalizacja, ré6zniczkowanie, interfejsy graficzne itd.

MATLAB zawiera takze inne, ciekawe typy danych - przyktadem moze by¢
mozliwos¢ bezposredniego uzycia klas jezyka Java. Istnieje rowniez mozliwosé
tworzenia wiasnych typow danych - przy pomocy programowania obiektowego
- ktore jest rowniez wspierane przez srodowisko MATLAB.

Omowienie tej tematyki wykracza poza potrzeby niniejszego skryptu. Wiecej
informacji na temat typéw danych mozna znalez¢ w dokumentacji MATLABa
(help datatypes).

Przyktad 3.25 — uchwyty do funkcji

>> f1 = @sin % uchwyt do funkcji sin
fl =

@sin

>> f2 = @(x) xX."2-2*x

o

uchwyt do tzw. funkciji
anonimowe’,
jednoargumentowe]

o\°

o\°

f2

Q(x)x."2-2*x

o\°

>> quad(fl,0,pi) uzycie uchwytu do funkcji

(catkowanie numeryczne)

oe

ans =
2.0000

>> fplot (£2, [0,pi])

oo

uzycie uchwytu do funkcji
(rysowanie wykresu)

o\
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3.9. Jezyk programowania MATLAB

Oprocz mozliwosci automatyzacji pracy przy pomocy m-skryptow,
MATLAB pozwala na tworzenie catych aplikacji. Jest to mozliwe dzigki
efektywnemu jezykowi programowania osadzonemu w tym $rodowisku,
licznym modutom rozszerzajacym oraz wielu narzgdziom pomocniczym.

Jezyk programowania MATLABa jest jezykiem wysokiego poziomu,
zapewniajagcym miedzy innymi automatyczne zarzadzanie dynamiczng alokacja
pamigci dla zmiennych (ang. garbage collection). Mimo iz powszechnie uwaza
si¢ ze jest to jezyk interpretowany, to faktycznie S$rodowisko zapewnia
automatyczng analize sktadni kodu w tle. Przyspiesza to w duzym stopniu
wykonywanie M-kodu.

Szczegdlowe omodwienie sktadni i polecen jgzyka MATLABa nie jest
potrzebne do zrozumienia przyktadow zamieszczonych w niniejszym skrypcie.
Wigkszo$¢ informacji mozna znalezé w dokumentacji zawierajacej obszerne
przyktady. Przydatne bedzie je$li Czytelnik zapozna si¢ z instrukcjami
warunkowymi (if else, switch case), petlami (for, while) oraz
poleceniami wy$wietlania danych (disp, fprintf).

Istotne bgdzie jednakze rozr6znienie miedzy m-skryptami, a m-funkcjami.

Co to sa m-funkcje? Podobnie jak m-skrypty, sa to pliki tekstowe
zawierajace polecenia MATLABa. To co odroznia m-funkcje od m-skryptéw to
m.in.: sktadania oraz sposdb zapamigtywania i dostgpu do zmiennych w
pamigci. Podczas uruchamiania m-skryptow, wszystkie zmienne sa
zapamigtywane w tzw. gldwnej przestrzeni roboczej MATLABa. Moze to w
pewnych przypadkach rodzi¢ problemy, zwigzane z nadpisywaniem zmiennych
innymi warto$ciami Problem ten ilustruje przyktad 3.26. M-funkcje z kolei,
posiadaja osobng przestrzen robocza — niezalezng od gléwnej przestrzeni
roboczej. Wymiana danych migdzy przestrzeniami roboczymi odbywa sie¢
poprzez argumenty wejsciowe 1 wyjsciowe funkcji. Stad wynika inna sktadnia
M-pliku funkcyjnego (rys. 3.19). Przy zapisywaniu pliku istotne jest aby nazwa
M-pliku odpowiadata nazwie funkcji.

Przyktad 3.26 — przyktad problemu nadpisywania zmiennej

>> clear all % czyszczenie gidwne]
% przestrzeni roboczej

>> W([1l 2 3])=[2 4 6] % przypisanie wektora
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W =

2 4 6
>> W = 'abc' %
_— °
abc

>> W([1l 2 3]1)=[72 74 76]

o° oe

o©°

HJL

>> class (W)
ans =

char

nadpisanie zmiennej
innym typem danych

ponowne przypisanie,
wynik to
nieoczekiwany rezultat

Uruchomienie m-funkcji odbywa si¢ podobnie jak m-skryptu, poprzez
wpisanie nazwy funkcji w oknie polecen (przyktad 3.27). Jedyna réznicg jest
konieczno$¢ podania argumentéw wejsciowych 1 wyjsciowych (zgodnie z
definicjg funkcji). Wszystkie zmienne uzywane wewnatrz funkcji sa lokalne,
tzn. istniejg tylko w czasie wywotania funkcji w jej lokalnej przestrzeni

roboczej.

| Stowo kluczowe |

Argumenty Arg!*me”‘y

/ wyisciowe wejsciowe
= | |
BREEIE RN EEN AL R LY T >0 [v] 2 =
BB - o |+ | +1i‘ x | 9% o3| @, |
1 function)(x,v) =(funkcia -
2 %
3 % FKomentarz stuzgcy JakNHELP do funkcii
i ¢ Nazwa funkcji
& ¥ = O:pifl80:2*pi;
7 v = a*sin{b*x)+c*cos i)’

Rys. 3.19. Przyktadowa sktadnia m-funkcji
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Przyktad 3.27 — przyktad wywotania m-funkcji

>> clear all
>> [x1,yl]=funkcjal(4,3,1);
>> subplot(2,1,1);plot(xl,vyl)

>> [x2,y2]=funkcjal(2,2,-1);
>> subplot(2,1,2);plot(x2,y2)

>> X % btad - zmienna x nie istnieije
o

% w gidwnej przestrzeni robocze]
Undefined function or variable 'x'.

Jak kazde s$rodowisko programistyczne, MATLAB posiada narzedzia
pozwalajace na $ledzenie wykonywania M-kodu (ang. debugger). Przy jego
pomocy mozliwe jest m.in. ustawianie pulapek (ang. breakpoints), krokowe
wykonywanie kodu oraz podglad i modyfikacja warto$ci zmiennych lokalnych
w czasie wykonywania M-kodu. Okno debuggera zostalo przedstawione na
rysunku 3.20. Postugiwanie si¢ tym narzedziem zostalo doktadnie omdéwione
w dokumentacji oprogramowania MATLAB.

| Editor - C:\TEMP\funkcjal.m
= TR R

+E = N
22| =f1o [+ | =11 x | ot o | @

function [x,v] = funkcjal{a, b, o i
% t
% Komentarz siuzgcy Jako HELP do funkco)

afo\e = ow N e
ne
4
E
]

5 Przyciski stuzace do
debuggowania  (np.
0:pi/180:2*pi; krokowanie)
v o= q;Qn#ﬂx#ﬂiEPS(xﬂ
. S -~
<a- 1x1 double ‘>\ Podglad warto$ci
zmiennej
e )

=

Putapka
>> [xl,yl]=funkcjalid,3,1}:
& __x = 0:p1/180:2%pi; Znacznik >>K pojawiajacy
Fe> si¢ w trybie debuggowania

Rys. 3.20. Przyktad ,,debuggowania” m-funkcji
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Srodowisko MATLAB oferuje réwniez szereg innych, przydatnych dla
programisty narzedzi. Ich omowienie wykracza poza zakres tego skryptu,
dlatego ponizej zostaly one tylko wymienione i krdtko scharakteryzowane.
Wsrod narzedzi mozemy wyr6znic:

- Profiler — narzedzie pozwalajace na analiz¢ szybkosci wykonania kodu

oraz identyfikacje potencjalnych probleméw wydajnosciowych (rys.3.21).

ia Parallel Desktop Window Help
1) @ | Curent Folder: | c:\TEMP

] &
o [ Profiter BE
Of e Edt Debug Desktop Wwindow Help ~
P | o Y |

Start Profilng  Run this code: | [,y 1=Funkcial(4,3, 1 [v| @ Profile time: 0 sec

funkcjal (1 call, 0.000 sec) -
Generated 28-Jul-2011 10:06:26 using cpu time.

function mn file CATEMP\unkecijal m

Copy to new windew for companng multiple runs

Show parent functions Show busy Ines Show child functions

Show Code Analyzer results [¥] Show file coverage [¥] Show function listing

Parents (calling functions)
No parent

Lines where the most time was spent
Mo measurable time spent i this function

Ling Mumber Code Calls | Total Time | % Time | Tine Plot
é x = D:pisiso:z+pi; 1 0s 0%
All other lines Os 0%

Rys. 3.21. Narzedzie Profiler

- GUIDE - narzedzie pozwalajace w szybki sposob tworzy¢ interfejsy
graficzne (GUI) w MATLABIe (rys.3.22).

Command Window

~n
>> guide
= untitled.fig B==]
Fle Ede Vew Layot Took Help
DE@| s~ | sEHbhd % P
i 1
EIE3
™
< >
Tag: figurel Current Poink: [512, 247] Position: [S20, 380, 560, 420]

Rys. 3.22. Narzedzie GUIDE
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- Narzedzia specjalistyczne modutéw rozszerzajacych — prawie kazdy
modut MATLABa zawiera graficzne narzedzia (rys.3.23), pozwalajace bez
znajomos$ci polecen danego modulu wygodnie go uzywaé. Dodatkowa
zaleta tych narzedzi jest mozliwo$¢ generacji M-kodu na podstawie
zapamigtanych czynnosci.

& Optimzation Toal ==X
i
T p—
Seiver Fiincen - Constianed nonines minmzation Lo mngatens =
M Restons: @) use defauk: 400
Algorthm: | Trust regon reflsctive i
Problem O specky:
Chjective funchion: v Max Function evaliations: (5 Use dafauk: 100" rwmber OFvariablas
Derrvatives: Approsimated by soker ™ O Specky:
Start point: ¥ tolerance: (&) Use defauk: 166
Constraints: Q) Specky:
— et 0
R -
=Ted Lo i Horkirear constraink toleranc: Use disfauk: 5
Specty:
Current tsration: Clar Resuks_|
= Funcoon vake chedk |
] Errer f user-supped function returms Iné, feahi ar complex.
J
- )
Menu START srodowiska MATLAB
4\ Start| —MMMM8M8m . .
= e — zapewnia tatwy dostep do narzedzi

Rys. 3.23. Przyktadowe narzedzie z modutu Optimization Toolbox.

3.10. Przeglad metod numerycznego rozwiazywania réwnan
rozniczkowych w srodowisku MATLAB

W  podrozdziale 2.5. omdwione zostaly powody, dla ktorych przy
modelowaniu systemow dynamicznych z zasady siggamy do rdéwnan
rozniczkowych jako do aparatu matematycznego ktéry przy tym znajduje
zastosowanie. Przypomnijmy tu wzor (2.26):

d—Y = f(t,Y())
dt

ktory definiuje typ réwnania, jaki bedziemy chcieli dalej rozwazac.

W podrozdziale 2.6. przedstawiono metody, ktére sa uzywane do tego, zeby
takie rownania rozniczkowe, ktore w samej swojej istocie odwotujg si¢ do
funkcji ciagtych, mogly by¢ rozwigzywane przez komputery przy zastosowaniu
odpowiednich metod numerycznych. Napisanie wlasnego programu
implementujgcego jedna ze znanych metod numerycznych jest mozliwe
(zajmiemy si¢ tym w nastepnym podrozdziale), ale jest nieco klopotliwe. Na
szczeScie srodowisko MATLAB zawiera wlasne implementacje roznych metod
numerycznego rozwigzywania rownan rézniczkowych. Wywotanie takiego
gotowego algorytmu (nazywanego dalej solverem) przedstawia si¢ nastgpujgco:
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gdzie:

[wektor czasu, rozwiazanie] = solver (Quchwyt do funkcji,
czas, warunek poczatkowy,
opcje);

wektor czasu — to zwracany przez funkcje solvera wektor

zawierajacy w formie numerycznej wartosci odpowiadajace kolejnym
chwilom czasu, w ktorych ustalone beda wartosci funkcji bedacej
rozwigzaniem rownania;

rozwiazanie — to zwracany przez funkcj¢ solvera wektor wartosci
numerycznego rozwigzania roéwnania rozniczkowego czyli wartosci
funkcji Y(t) w kolejnych chwilach czasu;

Quchwyt do funkcji — jest to sposob wskazania funkcji f(t, Y(t))
obliczajgcej prawa stron¢ rownania rézniczkowego; funkcja taka moze
by¢ zapisana w M-pliku (i wtedy ma swoja nazwe wykorzystywang jako
uchwyt) lub moze by¢ zdefiniowana na potrzeby doraznie jako funkcja
anonimowa;

czas — dwuelementowy wektor definiujgcy odcinek czasu, w ktorym

chcemy uzyska¢ rozwigzanie rozwazanego roéwnania w postaci:

[czas poczatkowy, czas_koncowy];

warunek poczatkowy - warunek poczatkowy (dlugos¢ tego wektora
zalezna jest od liczby rozwigzywanych roéwnan) — jest to wartos¢ Y(t)
dlaczasu: t=czas poczatkowy;

opcje — Opcje numerycznego rozwigzywania rownania (m. in.
poczatkowy krok catkowania, dopuszczalne btgedy metody); szczegoly
mozna znalez¢ w dokumentacji pod poleceniem: odeset;

solver - pod ta nazwa kryje si¢ zbior dostgpnych w srodowisku

MATLAB algorytméw (Tabela 3.1).
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Tabela 3.1 Przeglad dostepnych w s$rodowisku MATLAB solverow
numerycznego rozwigzania rownan rézniczkowych zwyczajnych.

Nazwa solvera Metoda
ode23 Bogacki-Shampine
ode45 Dormand-Prince
odel13 Adams-Bashforth-Moulton
metoda oparta na formutach
odelbs numerycznego rézniczkowania

(opcjonalnie metoda Gear’a)
zmodyfikowana formuta Rosenbrocka

ode23s

drugiego rzedu
ode23t implementacja wzoru trapezow
ode23tb reguta TR-BDF2

Przyktad 3.28 zawiera sposob wywolania wbudowanej funkcji srodowiska
MATLAB, wykorzystujacej metode Dormand-Prince dla przyktadowego
problemu poczatkowego (3.4):

dy
=Vt (3.0
Y(t,)=0.4

Wczesniej jednak nalezy zdefiniowaé¢ prawg strong rownania rozniczkowego
(3.4) w osobnym M-pliku rownaniel.m (Przyktad 3.29), do ktérego uchwyt
@rownaniel jest zdefiniowany w przyktadzie 3.28 (rozwiazaniel.m).

W celu rozwigzania problemu poczatkowego okreslono przedziat t €[0,1]
oraz poczatkowy krok catkowania h = 0.025. Warunek poczatkowy, to Y(0) =
0.4.
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Przyktad 3.28 — Rozwigzanie rownania roézniczkowego (rozwiazaniel .m)
% Rozwiazanie rdéwnania rdézniczkowego dy/dt = 5Y - 1
% metoda Dormand-Prince

t0 = 0; % czas poczatkowy symulacji

tk = 1; % czas koncowy symulacii

h = 0.025; % krok rozwiazywania (poczatkowy)

YO = 0.4; % warunek poczatkowy rdédwnania rdzniczkowego

o

ustawienia solvera: poczatkowa diugos¢ kroku,
% tolerancja wzgledna i1 bezwzgledna

opcje = odeset('InitialStep', h, 'AbsTol', le-o6,
'RelTol', le-4);

% rozwiazanie rdéwnania rdézniczkowego metoda przyblizZong
[wektor czasu, rozwiazanie] = oded45(@rownaniel, [t0 tk],
Y0, opcje);

[

% wykres rozwiazania rdéwnania

plot (wektor czasu, rozwiazanie);

title('Rozwiazanie numeryczne rdéwnania rdézniczkowego');
xlabel ('Czas'); ylabel('Y(t)'); grid on

Przyktad 3.29 — Rownanie r6zniczkowe (rownaniel .m)
% dy/dt = 5Y - 1

function [Y] = rownaniel (t, arg)

Y = 5*arg - 1;

W kazdej iteracji algorytmu estymowany jest btad €rror,. Musi by¢ on

mniejszy lub réwny od akceptowalnych wartosci tolerancji wzglednej
i bezwzglednej podanych przez uzytkownika zgodnie z zaleznoscia (3.5):

lerror, | < max(RelTol -|Y (t, )|, AbsTol) (3.5)
gdzie:
. |Y (tn)| - warto$¢ bezwzgledna rozwigzania numerycznego w kroku
n-tym
e RelTol - tolerancja wzgledna (ang. relative tolerance); warto$¢

domyslna 1e-3
e AbsTol - tolerancja bezwzgledna (ang. absolute tolerance); warto$¢
domyslna 1e-6

Uzycie powyzszych parametrow oznacza, ze uzytkownik oczekuje, iz
wszystkie rozwigzania bedg poprawne z tolerancjg RelTol z wyjatkiem tych



120 Wprowadzenie do modelowania systemow biologicznych

rozwigzan, ktore sa mniejsze niz prog definiowany przez AbsTol. Wartos¢
AbsTol jest progiem ponizej ktorego rozwigzanie jest nieistotne dla rozwazanego
problemu.

AbsTol najczesciej jest wektorem, ktory posiada liczbe elementow rowna
liczbie rownan rézniczkowych rozwigzywanych przez solver.

3.11. Wiasna implementacja metody Rungego-Kutty IV rzedu

W celu praktycznej implementacji metody Rungego-Kutty IV rzedu
postuzono  si¢  skryptami: solve rk4.m, rozwiazanie2.m Oraz
zdefiniowanym w poprzednim przyktadzie skryptem rownaniel .m.

Pierwszy z nich jest programowa realizacjg algorytmu Rungego-Kutty 1V
rzgdu w postaci funkcji zwracajacej ciag dyskretnych chwil czasu oraz wartosci
rozwigzania rownania (3.4) dla przedziatu [01] i kroku h = 0.025

(Przyktad 3.30).

Przyktad 3.30 — Numeryczne rozwigzanie rownania rozniczkowego
(solve_rk4.m)
function [t, Y] = solve rki4(uchwyt, czas, Y0, h)
% czas - poczatkowa i koncowa chwila czasowa: [t0, tk]
% Y0 - warunki poczatkowe
% h - diugos¢ kroku
t0 czas (1) ; % poczatkowa chwila czasowa
tk = czas(2); % koncowa chwila czasowa
t = czas(l):h:czas(2) % wektor czasu
liczba krokow = ((tk - t0)/h); % liczba krokéw algorytmu
Y = zeros(length(Y0), liczba krokow+l); % wektor wynikow
Y(:, 1) = YO0 (:); % warunek poczatkowy dla
% plerwszej iteracji
for i = l:liczba krokow
F1 = h*uchwyt (£ (i), Y(:,1));
F2 = h*uchwyt (t (1) + h/2 Y(:,1) + 0.5*F1(:));
F3 = h*uchwyt (t(i) + h/2, Y(:,1) + 0.5*F2(:));
F4 = h*uchwyt(t(i) + h, Y(:,1i) + F3(:));
Y(:, i+1) = Y (:,1) + (Fl(:) + 2*F2(:) + 2*F3(:) +
)/6;
end;
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Przyktad 3.31 - Wywotanie solvera Rungego-Kutty IV rzedu
(rozwiazanie2.m)

t0 = 0; % czas poczatkowy symulacji

tk = 1; % czas koncowy symulacji

h = 0.025; % krok rozwiazywania

YO = 0.4; % warunek poczatkowy

% Rozwiazanie rdéwnania rdézniczkowego metoda

% Rungego-Kutty IV rzedu

[wektor czasu, rozwiazanie] = solve rk4 (@rownaniel, [tO
tk]l, YO, h);

% Wykres rozwiazania rdéwnania

plot (wektor czasu, rozwiazanie);

title('Rozwiazanie numeryczne rdéwnania rdézniczkowego');
xlabel ('Czas');

ylabel ('Y (t)");

grid on

Skrypt rozwiazanie2.m =zawiera wywolanie metody numerycznej
Rungego-Kutty IV rzgdu w oparciu o przedstawiong powyzej zawartos¢ pliku
solve rk4.m. Najwazniejszym elementem skryptu jest konstrukcja
solve rk4 (Qrownaniel, ...); ktorej celem jest uruchomienie procedury
numerycznej rozwigzania réwnania rozniczkowego (Przyktad 3.31). Jako
pierwszy argument funkcji solve rk4 przekazany zostaje uchwyt do funkcji
zawartej w pliku rownaniel.m. Funkcja zawiera rownanie rozniczkowe
(ewentualnie uklad réwnan rozniczkowych), ktore bedzie rozwigzane
numerycznie.

W zasobach internetowych ksiazki zawarto rowniez wtasng implementacje
metody Eulera (solve euler.m, rozwiazanie3.m). Przygotowano rowniez
skrypt, ktory dokonuje poréwnania rozwigzania analitycznego oraz rozwigzan
numerycznych metodami Eulera i Rungego-Kutty IV rzgdu dla problemu
poczatkowego (3.6):

dy
=t 36)
Y(t,) =1

Porownanie zawarte jest w skrypcie porownanie rozwiazan.m, za$
rownanie w pliku rownanie2 .m.
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4.1. Ogoélna charakterystyka prezentowanych przykladéw

W przedstawianym rozdziale zilustrujemy ogolne rozwazania zawarte
w poprzednich rozdziatach poprzez prezentacj¢ serii przykladow modeli oraz
zwigzanych z nimi programoéw symulacyjnych w srodowisku MATLAB. Jako
obiekty, ktore beda podlega¢é modelowaniu, brane beda pod uwage rdzne
systemy biologiczne. Wynika to migedzy innymi z zainteresowan naukowych
autoréw tej ksigzki, ktorzy wywodza si¢ z Laboratorium Biocybernetyki AGH
i maja odpowiednie do tego faktu zainteresowania. W dodatku wybor wiasnie
modelowania systeméw biologicznych jako ,,poligonu doswiadczalnego”, na
ktorym ¢Ewiczy¢ bedziemy techniki modelowania i symulacji, ma swoje
racjonalne uzasadnienie, ktore zostanie podane za chwile.

Rozwd] A\

techniki Rozwoj

gospodarki

Badania naukowe Procesy spoleczne

Polityka i zarzadzanie

Rys. 4.1. Przyktadowe obszary zastosowan modeli (rysunek zmontowano
z obrazkéw dostepnych jako MS ClipArt).

Jednak przed podaniem tego uzasadnienia warto sobie uswiadomié, ze
okolicznos¢, iz prezentowane modele dotyczg wlasnie systemow biologicznych,
a nie czego innego, nie ma zasadniczego wplywu na sam sposéb ich
modelowania i komputerowej symulacji. W doktadnie taki sam sposob mozna
modelowa¢ w razie potrzeby urzadzenia techniczne, na przyklad pojedyncze
czg$ci maszyn, a takze cate maszyny oraz systemy zlozone z wielu maszyn,
takie jak elektrownia jadrowa, rakieta kosmiczna czy autostrada peklna
samochodow. W ten sam sposob mozna réwniez modelowaé procesy
ekonomiczne, zjawiska spoteczne albo fenomeny psychologiczne, bo natura
modelowanego systemu nie ma wplywu na sposob jego modelowania i na
przebieg jego komputerowej symulacji.
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Jak wiadomo, obiektem modelowania moze by¢ w istocie dowolny fragment
rzeczywistosci. Co wiecej — obiektem modelowania moze by¢ takze byt nie
istniejacy w rzeczywistos$ci, lecz wytworzony przez wyobrazni¢ i fantazje
badacza. Na przyktad mozna stworzy¢ program symulujacy zachowanie
wymyslonych przez programiste kosmitow. Z mozliwosci tej skwapliwie
korzystaja miedzy innymi producenci gier komputerowych, a takze filmow
animowanych, ktorych produkcja obecnie bardzo silnie zwigzana jest z grafika
komputerowa, ale takze z symulacja cyfrowa zachowania (dzialania) dowolnie
wybranego (wyobrazonego) obiektu.

My jednak skupimy tu uwage na modelowaniu systeméw biologicznych.
Ma to swoje uzasadnienie. Gdyby$my przedstawiali jako przyktady modele
systemow technicznych, to z reguty trzeba by byto najpierw opisa¢ taki wybrany
system techniczny (bo trudno zaktadaé, ze kazdy Czytelnik tej ksigzki zna — na
przyktad - budowe i dziatanie silnika asynchronicznego). Trzeba by byto tez
przypomnie¢ fizyczne podstawy rozwazanego systemu, bo nawet w przypadku
urzadzen technicznych z ktorymi jesteSmy oswojeni na co dzien, ich zasada
dziatania dla wielu jest do$¢ tajemnicza. Ilu sposrod Czytelnikow ksigzki
potrafitoby opisa¢ procesy termodynamiczne, dzigki ktorym dziata zwykla
lodowka? Ponadto wszystkie niebanalne systemy techniczne sa dos$¢ zlozone.
Wystarczy pomysle¢, z ilu czgsci sktada si¢ zwykly samochdéd — ze o
telewizorze, telefonie komoérkowym czy komputerze nie wspomnimy.

Na podobnej zasadzie mozna by byto wykazaé, ze potrzebujemy wiedzy
ekonomicznej aby zrozumie¢ cele i sposoby dzialania modeli oraz programow
symulacyjnych wykorzystywanych w prognozowaniu procesow gospodarczych,
wymagamy wiedzy socjologicznej od kogo$, kto chciatby $ledzi¢ szczegoty
modeli wykorzystywanych w socjologii itp.

Tymczasem obiekty biologiczne w wigkszosci nie wymagajg takiego zasobu
poczatkowej wiedzy. Po prostu znamy je z codziennego do$wiadczenia. Kazdy
znas ma ciato i wie, jak ono funkcjonuje. Kazdy tez wynidst ze szkoty jakies$
pojecie o tym, jak sa zbudowane poszczegolne narzady i inne czgsci tego ciata.
Jesli wiec bedziemy rozwaza¢ (w jednym z najblizszych podrozdziatow)
modelowanie kos$ci nogi lub reki — to nie trzeba bedzie osobno thumaczy¢, co to
jest kos¢ i jak wyglada w oryginale (a nie w modelu). Co wiecej, jesli bedziemy
rozwazali za pomocg symulacji komputerowej mozliwo$¢ ztamania kosci pod
wplywem obcigzenia, to kazdy Czytelnik bez dodatkowych wyjasnien bedzie
wiedzial, co to jest zlamanie kosci, podczas gdy wyjasnienie na czym polega na
przyktad uszkodzenie cewek stojana pradnicy synchronicznej wymagatoby
pewnego wysitku.

Bedziemy wigc dalej rozwazali modele systemow biologicznych. Zgodnie
z metodyka opisang we wczesniejszych rozdziatach najpierw bedziemy sig¢
starali rozwazany obiekt opisa¢ za pomocg formul matematycznych, ktére bedg
ujmowaly w sposob iloSciowy interesujace (z punktu widzenia celéw
modelowania) zalezno$ci i relacje zachodzace w tym obiekcie. Nastepnie
bedziemy tworzyli dla tego matematycznego modelu odpowiedni program
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w srodowisku  MATLAB, prowadzac do tego, by stworzy¢ narzedzie
pozwalajace modelowany obiekt bada¢ w sposdb symulacyjny.

Zaczniemy od modeli obiektéw bardzo prostych, wrgcz elementarnych,
ktore bedg modelami statycznymi, czyli beda opisywaty zjawiska, w ktorych
czynnik czasu nie odgrywa istotnej roli. Potem jednak zmierza¢ bedziemy do
modeli bardziej ztozonych systemow, a w szczeg6lnosci do modeli
uwzgledniajagcych dynamike rozwazanych systemow, czyli takich, ktore
dostarczaja rozwigzan bedacych procesami przebiegajacymi w pewnym czasie.
Beda one znacznie ciekawsze (model bedzie ,zyl” i przejawial pewna
aktywno$c¢), ale tez takie modele trudniej bedzie zbudowac.

4.2. Trzy skladowe modelu symulacyjnego

Skoro w zakonczeniu poprzedniego podrozdzialu wspomniano o
trudnosciach, to warto odnotowaé, ze przy budowie i przy opisywaniu modelu
symulacyjnego pojawia si¢ zawsze pewien praktyczny problem. Wynika on z
tego, ze model symulacyjny musi nie tylko opisywaé¢ modelowany system, ale
dodatkowo powinien dostarcza¢ narzgdzi, z pomoca ktérych tym systemem
mozna manipulowa¢, a takze powinien by¢ zaopatrzony w udogodnienia
pozwalajagce na wygodne obserwowanie wynikéw symulacji, czyli na
kontrolowanie dziatania modelu (Rys. 4.2).

Narzedzia
Narzedzia prezentujace
sterujqce dziatanie
modelem modelu

Rys. 4.2. Trzy czes$ci modelu symulacyjnego

Warto zwroci¢ uwage na proporcje rozmiarow blokéw symbolizujacych
poszczegdlne czgsci modelu symulacyjnego. Ta czes¢ modelu symulacyjnego,
ktora opisuje strukture i zasady dziatania modelowanego systemu (blok u gory
rysunku opisany stowem ,,model”), jest z reguly najmniejsza, chociaz to ona
musi by¢ wykonana najdokladniej, bo tu miesci si¢ cata jego merytoryczna
warto$¢. Na tym elemencie bedziemy glownie skupia¢ uwage we wszystkich
przyktadach przedstawianych w tym rozdziale. Tutaj nie ma mowy o zadnych
ograniczeniach czy skrotach — model symulacyjny musi w catosci odwzorowac
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wszystko to, co przewidziano i uwzgledniono w modelu matematycznym.
Jednak mimo tego, ze wilasnie czg$¢ programu, okreslona jako ,,model”, jest
najwazniejsza z punktu widzenia meritum — ma ona relatywnie maty rozmiar.
Matej powierzchni odpowiedniego bloku na rysunku 4.2 odpowiada
w programie komputerowym niewielka liczba dobrze zbudowanych instrukcji
uzywanego jezyka symulacyjnego (w tej ksigzce — MATLABa). Te malg liczbe
instrukcji stosunkowo tatwo jest przeczytaC, zrozumieé, powigzaé z wczesnigj
podanym modelem matematycznym — stowem latwo si¢ tego nauczy¢. I bardzo
dobrze, bo to jest wlasnie ta najwazniejsza czesc.

Odmienna sytuacja ma miejsce w odniesieniu do elementdw sterujacych
praca modelu a takze w odniesieniu do elementéw pozwalajacych na prezentacje
(wizualizacjg) jego dziatania. Sa to dwa duze bloki w dolnej czesci rysunku 4.2,
kontaktujace si¢ z modelem i z umownie zaznaczonym u dotu rysunku
,badaczem”, ktory uzywa ich do praktycznego eksperymentowania z modelem.

Skupmy na chwile uwage na roli i znaczeniu tych dodatkowych elementow.
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Rys. 4.3. Przyktadowy modut sterujacy praca symulacyjnego modelu
stworzony w srodowisku LabView (zrodto: http://www.avrkwiat.nstrefa.pl/
omnie/zdjecia/labprog.png, dostep wrzesien 2011)

Dzieki narzedziom sterujagcym uzytkownik programu symulacyjnego moze
wymusza¢ takie lub inne zachowanie modelu w takich Iub innych
symulowanych warunkach. Przypomnijmy tu, ze uzytkownik odnosi korzys¢
zmodelu glownie dlatego, ze moze z nim eksperymentowaé, bo zwykle
zastgpuje to w znacznym stopniu eksperymenty z rzeczywistym systemem.
Sterujac modelem mozemy si¢ dowiedzie¢, jak zachowa si¢ modelowany system
w takich lub innych warunkach, przy czym informacj¢ t¢ otrzymamy z modelu
szybko, wygodnie, tanio i bezpiecznie. Eksperymenty symulacyjne sa wigc
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wysoce pozadane. Przeprowadza si¢ je wysylajac do modelu odpowiednie
sygnaly sterujace jego praca. Z punktu widzenia uzytkownika modelu generacja
tych sygnatow powinna by¢ fatwa, wygodna i intuicyjna, wiec pozadane sg tu
rozne widoczne na ekranie przyciski, pokretta, suwaki i inne manipulatory,
tworzace rodzaj wirtualnego laboratorium, w ktéorym nasz model poddawany
jest badaniom. Przyklad takiego wirtualnego przyrzadu pomiarowego
zbudowanego w programie symulacyjnym LabView pokazano na rysunku 4.3.

Niestety oprogramowanie tych wszystkich sympatycznych gadzetow jest
bardzo pracochtonne i moze si¢ zdarzyé, ze czgs¢ programu obstugujaca te
elementy manipulacyjne zajmuje wiecej miejsca, niz merytoryczna czesé
modelu. Zostato to juz zasygnalizowane poprzez rozmiar odpowiedniego bloku
na rysunku 4.2. Sposob przezwyciezenia tej trudnosci bedzie dalej szczegdtowo
omoOwiony, tutaj sygnalizujemy sam fakt, ze trudno$¢ taka ma miejsce.

Podobna sytuacja ma miejsce w odniesieniu do wyjscia modelu. Wyniki
eksperymentow symulacyjnych trzeba moc obserwowac, bo tylko w ten sposob
mozna uzyska¢ wszystkie omawiane we wczesniejszych rozdziatach korzysci
z posiadania modelu. Jednak wyniki te mozna obserwowaé w rdézny sposob.
Uzytkownik modelu chciatby otrzymac¢ te wyniki w formie tadnych obrazow
(dopracowanych graficznie, czgsto trojwymiarowych — rys. 4.4.) a takze — dla
modeli systemé6w dynamicznych — dopracowanych technicznie animacji, ktore
mito jest oglada¢ i z pomocg ktoérych wygodnie jest ocenia¢ model. Tutaj
wysokie wymagania jako§ciowe sa jeszcze bardziej uzasadnione, niz omoéwione
wyzej oczekiwania zwigzane z jego sterowaniem, poniewaz wylacznie w
wyniku obserwacji wyj§¢ modelu i ich oceny mozna si¢ przekonac, czy
zachowanie modelu rzeczywiscie symuluje rozwazany system. OczywiScie
obserwacja wynikow dziatania modelu symulacyjnego jest tym tatwiejsza i tym
przyjemniejsza, im doskonalsza jest jako$¢ wizualizacji tych wynikow. Niestety
opracowanie dobrej jakosci modutow wizualizacji wynikéw symulacji jest
jeszcze bardziej pracochtonne, niz omowione wyzej opracowanie graficznego
interfejsu uzytkownika po stronie wejscia modelu (patrz rozmiar odpowiedniego
bloku na rysunku 4.2). Kreowanie grafiki wymaga duzego wysitku, a stosowne
fragmenty programu sa obszerne, nawet przy uzywaniu bardzo nowoczesnych
narzgdzi komputerowych. I znowu pojawia si¢ tu trudnos¢ polegajaca na tym, ze
prezentujac model majacy rozbudowany modul wyjsciowy z zaawansowang
grafika mozemy doprowadzi¢ do tego, ze w kodzie programu sam model begdzie
zajmowal bardzo niewiele miejsca, natomiast znaczna czg$¢ programu
poswiecona bedzie sprawie prezentacji graficznej, a wigc sprawie w istocie
drugorzednej. W nastgpnym podrozdziale pokazemy, jak przezwycigzamy te
trudno$¢ w tej ksiazce.
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_ Rys. 4.4. Prezentacja wynikéw symulacji moze by¢ nawet trojwymiarowa.
(Zrédto: http://kh-mmk.blogspot.com/2009/07/caveman-3-d-virtual-patient-is-
holodeck.html, dostep — wrzesien 2011)

4.3. Sposob prezentacji modeli

Wprowadzmy najpierw uzyteczne pojecie: Otdéz narzgdzia shuzace do
manipulowania modelem i do obserwacji jego dziatania nazywane sg ogodlnie
interfejsem uzytkownika. Jak stwierdzono wyzej - zrobienie dobrego interfejsu
uzytkownika zwigzane jest z duzym wysitkiem. Przy niewielkich i prostych
modelach interfejs uzytkownika (jako fragment odpowiedniego programu) moze
wielokrotnie przekracza¢ swoimi rozmiarami i stopniem komplikacji t¢ czes$¢
programu, ktora zwigzana jest z samym modelem jako takim.

Przedstawiajac w dalszej cze$ci tego rozdziatu modele przygotowane dla
potrzeb tego skryptu autorzy mieli problem. Z jednej strony tym, co chcieliSmy
zaprezentowaé, jest model jako taki. Na szczeScie istotna cze$¢ programu
symulujgcego dzialanie tego modelu daje si¢ w wigkszosci przypadkow
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przedstawi¢ w postaci kilku linii w MATLABie. Na tym wtlasnie powinna si¢
skupi¢ uwaga Czytelnika.

Z drugiej jednak strony istota symulacji sa eksperymenty, ktére mozna
wykona¢ przy uzyciu komputerowego modelu, wiec do modelu trzeba
dobudowa¢ interfejs uzytkownika, pozwalajacy modelem operowac.
Tymczasem, jak stwierdzono wyzej, ten interfejs musi by¢ bardzo duzy (jako
fragment odpowiedniego programu), jesli ma by¢ atrakcyjny i wygodny w
uzyciu. Taki duzy fragment kodu opisujacego interfejs w istocie zmniejszy
znaczaco czytelno$¢ samego modelu, na ktérym powinna si¢ skupia¢é uwaga
Czytelnika.

Zastosowano nastepujace rozwigzanie tego dylematu:

W tekscie ksiazki podawane sg teksty programéow (M-kody MATLABa)
zawierajagce kompletny model symulujacy okreslony system (biologiczny). Do
tego pelnego modelu dodawany jest najbardziej ubogi, jak tylko si¢ dato zrobic,
absolutnie minimalny zestaw narzedzi pozwalajacy tym modelem operowa¢ na
komputerze. Taki skrajnie zubozony interfejs uzytkownika jest niewygodny
Wuzyciu, ale jest wystarczajacy do tego, zeby model dato si¢ uruchomic
i przebadaé. Dlatego taki wiasnie prosty i ubogo wyposazony interfejs oraz
kompletny model rozwazanego systemu biologicznego Czytelnik moze wpisac
do swojego komputera, uruchomic i zbada¢ jego dziatanie.

Kto§ z Czytelnikbw moze si¢ zachna¢é w tym momencie. Recznie
przepisywa¢ do komputera program wydrukowany w ksigzce — to przeciez
anachronizm! Czyz nie mozna byto doda¢ do ksigzki CD z tekstami wszystkich
wystepujacych w niej programéw, zeby wystarczylo program wgra¢ do
komputera albo tatwo iwygodnie skopiowaé, a nie meczyé si¢ jakims$
przepisywaniem!

Otéz zastosowane rozwigzanie jest przemyslane i1 celowe. Kopiujac
automatycznie tekst programu z jednego miejsca do drugiego niczego si¢ nie
nauczymy. Strumien instrukcji przepltynie poza naszym moézgiem. Tymczasem
proces recznego wpisywania M-kodow prezentowanych dalej przyktadowych
programow jest ta chwila, kiedy Czytelnik powinien zastanowic si¢, dlaczego to
jest wlasnie tak zapisane, jakg rolg petnig poszczegdlne sktadniki modelu, jaka
jest zaleznos¢ migdzy modelem wyrazonym w formie roéwnan matematycznych
i modelem w postaci zapisow komputerowych itp. Z tego wlasnie powodu teksty
odpowiednich programéw w M-kodzie s3 wydrukowane w ksigzce, ale nie sg
dostepne w formie plikow tekstowych na CD czy w Internecie, bo od
mechanicznego kopiowania tekstu (na zasadzie Ctrl-C - Ctrl-V) si¢ nie
madrzeje, podczas gdy przepisywanie tekstu potaczone z chwilg refleksji
,»czemu whasnie tak” — takiemu madrzeniu zdecydowanie sprzyja.

Zeby jednak nie pozostawiaé Czytelnika tylko z tym ,,zgrzebnym” modelem
rgcznie przepisanym z ksigzki - dla kazdego takiego modelu stworzono takze
druga wersje. Ta druga wersja dostgpna jest na stronie internetowej
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www.Tadeusiewicz.pl w zakltadce Materialy dydaktyczne dla studentow.
Wersja ta pod wzgledem budowy merytorycznego modelu jest identyczna z tym
modelem, ktory jest opisany na stronach skryptu, ale jest ona wyposazona
W rézne elementy graficznego interfejsu (a takze dodatkowe obrazki podnoszace
jej atrakcyjnos$é), dzieki czemu eksperymentowanie z tym modelem moze by¢
latwe, wygodne i przyjemne.

Wyjasniwszy te kwestie¢ mozemy przystapi¢ do prezentacji kolejnych
modeli, zaczynajgc od najprostszych, a konczac na takich, ktore moga by¢ nawet
uzytkowane w celach praktycznych.

4.4. Symulacja modelu kosci, badanie wielkoSci naprezen i sposobu
poruszania si¢ zwierzecia

4.4.1. Zawarto$¢ podrozdzialu

W niniejszym rozdziale opisany zostal najprostszy model biocybernetyczny,
mianowicie model kosci podlegajacej statycznemu obcigzeniu stalg silg
0 ustalonej wartosci. Jest to model skrajnie prostego systemu biologicznego, na
bazie ktorego poznamy sposdb tworzenia modelu i sposdb przenoszenia modelu
z formy matematycznej do formy uzytecznej komputerowo.

4.4.2. Tworzenie modelu

W tej czgéci rozdzialu wyprowadzono podstawowe wzory umozliwiajace
wyliczenie napr¢zen osiowych i poprzecznych w kosciach oraz zdefiniowano
wspotczynnik ,,zapasu wytrzymatosci”. Opracowany model zostal w dalszej
czesci rozdziatu zaimplementowany w postaci M-pliku.

4.4.2.1. Model kosci

Dla celow modelowania zastgpiono rzeczywisty ksztalt kosci rura o
okreslonej dtugosci |, $rednicy d i polu przekroju S (Rys. 4.5).
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Rys. 4.5. Model kosci

4.4.2.2. Wielkosci naprezen

Kos¢ moze zosta¢ obcigzona sita osiowa F, lub sita poprzeczng Fj (Rys.
4.6).

Rys. 4.6. Model kosci poddany dziataniu sity osiowej i poprzecznej

Efektem dziatania sity osiowej F, bedzie powstanie naprezenia $ciskajacego,
ktore mozna wyrazi¢ wzorem:

F
=0 4.1
0, == (1)

Natomiast w wyniku dziatania sily poprzecznej powstanie napr¢znie
zginajace, ktore mozna wyrazi¢ wzorem:

o =— 4.2
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Dhugos¢ kosci jest zwykle wigksza od jej grubosci, dlatego naprezenia
zginajace o, wywolane sitg poprzeczng jest wigksze od naprezenia Sciskajacego
O-O:

o, >>0, (4.3)

Porownujac naprezenia zginajace o, z naprezeniem Sciskajacym o, mozna
wywnioskowac, ze kosci czesciej sie tamia, niz ulegajg zgnieceniu (Rys. 4.7).

Rys. 4.7. Elementy kostne znacznie cze$ciej sg ztamane (po lewej) niz
zgniecione (po prawej). (Zrodto: http://www.feelbeauty.eu/news/show/id/3/

osteoporoza-co-o0-niej-wiesz.html, dostep lipiec 2011)

4.4.3. Wielko$¢ naprezen, a rozmiar zwierzecia

Mozliwe jest oszacowanie w jaki sposOb zmienia si¢ wielko$¢ naprgzen
wraz z wielkoscig zwierzecia. Wprowadzajac ~ wspoOlczynnik zmiany skali
modelu g otrzymujemy (Rys. 4.8):
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Niech wspotczynnik zmiany
skaliwynosi

Bl

Rys. 4.8. Model kos$ci poddany dzialaniu sity osiowej i poprzeczne;j
Z uwzglednieniem zmiany skali

Po uwzglednieniu wspotczynnika zmiany skali modelu S we wzorach na
naprezenia $ciskajacego o, 1 naprezenia zginajace o, Otrzymujemy:

3
Oow = ﬂ FO
B’S

__BRA_
pw ﬂZSﬂd

= fo, (4.4)

po, (4.5)

Na podstawie analizy naprezen z uwzglednieniem skali mozna
wywnioskowaé, ze  kosci wickszych zwierzat poddawane sa wigkszym
napre¢zeniom, zatem, aby je zminimalizowaé ston musi chodzi¢ na prostych
nogach (Rys. 4.9), natomiast mate gryzonie moga chodzi¢ na nogach silnie
ugietych (Rys. 4.10).
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e - ."","_-A
Rys. 4.10. Gerbil na ugietych
Rys. 4.9. Ston na prostych nogach ys nog:\rchl na ugietyc

4.4.4. Zapas wytrzymaloSci
Na podstawie podobnej analizy mozna ustali¢ jak chodzity dinozaury.

Wskaznik okre$lajacy ,,zapas wytrzymato$ci” kosci dla zwierzgcia o masie
ciata M definiujemy nastepujaco:

_sd
MI

Zwierzeta majace maly wskaznik # musza si¢ poruszaé powoli, bo
dynamiczny bieg grozi im ztamaniem kos$ci. Ston ma # = 7 a bardzo dynamiczny
gepard ma # = 22. Natomiast dla dinozaura o nazwie Diplodokus # = 3.

n (4.6)

Rys. 4.11. Dinozgur 0 nazwie Diplodokus moégt sie tylko wolno poruszac ze
wzgledu na koéci (Zrédto: http://lamochila.espectador.com/media/xnwslite//
1237238017 _245 diplodocus.jpg, dostep lipiec 2011)
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4.4.5. Implementacja podstawowego modelu
Dokonano implementacji modelu kosci w Matlabie w postaci M-pliku.

Uwaga: Wprowadzajac tekst podanego nizej M-kodu mozna pomijaé
wszystkie komentarze zaczynajace si¢ — jak wiadomo — od znaku %. W ksigzce
komentarze sa potrzebne, bo dzigki nim Czytelnik tatwiej si¢ orientuje, jaka role
odgrywajg takie czy inne fragmenty M-kodu. Natomiast w komputerze sg one
zbedne. Odpowiedni program bedzie doskonale funkcjonowat takze bez nich.
No wiec mozna je opusci¢ — chyba ze Czytelnik ma jakie$ sobie znane powody,
by tego nie robic.

Budujac model (w postaci M-kodu) na poczatku nalezato ustawi¢ parametry
modelu takie jak dtugo$¢ kosci, $rednice kosci i pole poprzecznego przekroju
kosci. Te ustawienia petnig role prymitywnego interfejsu uzytkownika, bo z ich
pomocg mozna sterowa¢ zachowaniem modelu (Przyktad 4.1).

Przyktad 4.1 — Definiowanie parametréw modelu

M = 120; % masa ciata [kg]

1 =20.4; % diugos¢ kosci [m]

d = 0.05; % Srednica kosci [m]

S = 0.2*pi*d"2/4; % 20% przekroju pelnego [m2]

Nastepnie dokonano obliczenia sit dziatajagcych na ko$¢ oraz naprezen
$ciskajacych i zginajacych. To jest ten wiasciwy model naszego systemu
biologicznego (Przyktad 4.2).

Uzytkownicy moga poprzez modyfikacje pliku dowolnie sterowac
parametrami modelu, a korzystajac ze standardowych mozliwosci MATLABa
mogg odczytywac¢ i pordwnywaé rezultaty. To jest ta najbardziej ,,ascetyczna”

osta¢ modelu.

Przyktad 4.2 — Tre$¢ modelu

% Obliczenia wartos$ci sit dziatajacych na kosé
nogi ustawionej pod katem alfa do pionu:

o

F = 9.81*M/4;
alfa = pi/6;
Fo = F*cos(alfa);
Fp = F*sin(alfa);

oe

ciezar przypadajacy na jedna noge
kat ustawienia nogi [rad]

sita Sciskajaca

sita zginajaca

o° oo

o\

% Obliczenia wartos$ci naprezen Sciskajacego i
% zginajacego

sigma0 = Fo/S; naprezenie $ciskajace
sigmap = Fp*1l/(S*d); % naprezenie zginajace

o\

% Obliczenia wartos$ci wspdiczynnika zapas wytrzymalosci
ni = sS*d/ (M*1);




138

Wprowadzenie do modelowania systemow biologicznych

4.4.6. Prezentacja wzbogaconego modelu

Na stronie www.Tadeusiewicz.pl dostepna jest takze rozszerzona wersja
rozwazanej tu aplikacji, umozliwiajaca wygodne dobieranie parametrow modelu
oraz graficzng wizualizacj¢ otrzymanych danych (Rys. 4.12).

W celu tatwej nawigacji przygotowano graficzny interfejs uzytkownika,
ktory zostat podzielony na 3 czesci:

1. W prawym gérnym rogu okna - ustawianie parametréw zdefiniowanych
przez uzytkownika takich jak:

Sita osiowa

Sita poprzeczna

Pole przekroju kosci

Srednica kosci,

Dhugosc¢ kosci,

Wspolczynnik skali zwierzgcia (zmiana przeskalowuje catosc),

Masa zwierzecia.

Mozliwe jest takze skorzystanie z gotowych propozycji w ramce ponizej
panelu ustawianie parametréw. Pole wyboru pozwala na zastosowanie
warto$ci parametréow zdefiniowanych wstepnie dla trzech zwierzat: geparda,
stonia i dinozaura. Wybodr jednej ztych opcji powoduje, ze ustawione
zostaja automatycznie na wlasciwe wartosci wszystkie rozmiary, sity i masy
w celu zamodelowania obcigzenia kosci tych wlasnie wybranych zwierzat.
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] MODEL BIOCYBERNETYCZNY KOSCI

Model biocybernetyczny kosci G\hp

Parametry modelu
Sita osiowa 1000

Sita poprzeczna 1000

Pole przekroju 628319

S
LYI_ 6 . =
Dhugoée 3200
7

Beta 1
Masa 1000

Wyniki Ustaw parametry dla

Naprezenie: sciskajgce (1) zginajgce (2) Zapas wytrzymalto$ci kosci

b

014
Apatosarus
0.12

01
0.08
0.06

004

R

0.02

9 Symulacja J

;
= Y acia
- [ Resat Zekotcz |

Rys. 4.12. Okno wynikoéw symulacji dla wersji modelu z rozbudowanym
interfejsem uzytkownika

2. W prawym dolnym rogu okna dostepne sa przyciski kontrolne
umozliwiajg uruchomienie symulacji lub zakonczenie aplikacji.

3. W lewej czesci okna odbywa si¢ wys$wietlanie wynikéw symulacji
w postaci graficznej:

e U gbry przypomniany jest rozwazany model kosci
e U dotu pokazany jest wykres naprezen osiowych i poprzecznych

Takiego modelu wygodniej sie uzywa, ale obejrzawszy M-kod dostepny na
stronie www.Tadeusiewicz.pl mozna si¢ przekonaé, jakim kosztem si¢ to
odbywa: trzeba napisa¢ naprawde wiele dodatkowych instrukcji, znaczaco
powiegkszajac ztozono$¢ tworzonego programu, tylko po to, zeby uzyskaé takie
tadne obrazki jak na rysunku 4.12.

4.4.7. Przyklad modelu uzytkowego — symulacja przysiadu

Model opisany wyzej nawet w wersji ,Jluksusowej” byl modelem
odwotujacym si¢ do sytuacji trochg abstrakcyjnej, bo modelowana ko$¢ byta
obcigzana jakimi$ tam sitami, przy czym nie do konca mozna byto powigzac te
sity i ich dziatanie z konkretnymi sytuacjami znanymi nam z zycia codziennego.
Tymczasem modelowanie i symulacja komputerowa sg obszarem informatyki
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stosowanej, wiec powinnis$my si¢ odnies¢ do jakiego$ konkretu. Dodamy wigc
teraz do naszego modelu ko$ci model jej zmiennego obcigzenia zwigzanego
z wykonywaniem prostej czynnos$ci: przysiadu.

Odpowiedni model zawiera do$¢ duzo elementdw zwigzanych z interfejsem
graficznym, nie nadaje si¢ wiec do tego, zeby go tu zaprezentowaé w tekscie
ksigzki, ale odpowiedni M-kod jest dostepny na stronie www. Tadeusiewicz.pl.

n Zmiany naprezen w kosci udowej w czasie przysiadu E@g

Dlugosc kosci |
[

40.0 cm
Srednica zewnetrzna d
4 »

30cm
Srednica wewnetrzna
L »
80.0% d
hasga ciala M
L

70.0 ky

G _=1.38MPa  ©_=0.00MPa -
: :

Suwakami ustaw parametry i przesuwaj model w pionie

Rys. 4.13. Model przystosowany do wykonywania przysiadow. Rozwazana
ko$¢ udowa jest wyrdzniona czerwonym kolorem

Zobaczmy jak ten model dziata. Po uruchomieniu aplikacji pojawia si¢
obraz jak na rysunku 4.13. Na obrazie tym widoczna jest uproszczona sylwetka
cztowieka (ktorg bedzie mozna zmusza¢ do wykonywania przysiadu ,,ciaggnac”
ja w odpowiednig stron¢ (w gore lub w dot) za pomoca myszki.

Pociagajac te sylwetke w dot zmuszamy jg do ,,wykonania przysiadu”
obserwujac roéwnocze$nie zmieniajace si¢ naprezenia osiowe i poprzeczne
w kosci udowej w postaci stupkéw o zmieniajacej sie wysokosci po lewej
stronie okna (Rys. 4.14).
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n Zmiany naprezen w kosci udowej w czasie EEiad_lElélg

1=

o, DB1MF’a —14 34MPa

Suwakami ustaw parametry i przesuwaj model w pionie

Dlugosc kosci |
4

fiD 0cm
Srednica zewnetrzna d
b

3.0cm
Srednica wewnetrzna
>
B0.0% d

Masa ciala M

mukg

Zamknu

Rys. 4.14. Zmiany napre¢zen osiowych i poprzecznych w modelu kosci
udowej cztowieka podczas symulowanego przysiadu

W modelu tym mozna oczywiscie zmienia¢ wymiary symulowanej kosci
korzystajac z suwakdéw po prawej stronie okna. Na rysunku 4.15 pokazano
wynik symulowanych zmian rozmiaréw kosci — wielko$¢ niebezpiecznego
(grozi ztamanie!) naprezenia poprzecznego kosci wyraznie wzrosta!



142 Wprowadzenie do modelowania systemow biologicznych

—
n Zmiany naprezen w kosci udowej w czasie nr[y

Dlugosc kosci |
4 3
321 em
Srednica zewnetrzna d
b

25cm

Srednica wewnetrzna
b
82 3%d
Masa ciala i
»
45.3 Rg

A D21MF‘a CF =16.78MPa

Zamknu

Suwakami ustaw parametry i przesuwaj model w pionie

Rys. 4.15. Symulacja tej samej sytuacji jak na rysunku 4.14 przy
zmienionych wymiarach ko$ci
Model jest tak zbudowany, ze gleboko$¢ przysiadu mozna regulowac ,,az do
podtogi” co powoduje, ze napr¢zenia osiowe maleja w kosci do zera, za to
naprezenia poprzeczne osiggajg bardzo duze wartosci (Rys. 4.16).

Zmiany naprezen w kosci udowej w czasie przysiad

Dlugosc kosci |
4 »
321 em
Srednica zewnetrzna d
K —
2aom
Srednica wewnetrzna

,
823 % d
Masa ciala M
»
453 kg

G, 0.00MPa 5 =16.98MPa

Zamknu

Suwakami ustaw parametry i przesuwaj model w pionie

Rys. 4.16. Naprezenia kosci w maksymalnie poglebionym przysiadzie

Zachecamy Czytelnika, zeby sam poeksperymentowat z opisanym modelem
(pobierajac go ze strony www. Tadeusiewicz.pl) i poznat jego dalsze mozliwosci.
Oczywiscie rozwazany tu model mozna by bylto jeszcze bardziej udoskonali¢
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pod wzgledem graficznym doprowadzajac go na przyktad do takiej postaci jak
przedstawiona (hipotetycznie) na rysunku 4.17 — ale naktad pracy przy
oprogramowywaniu animacji takiego modelu bytby juz jednak nieoptacalny.

B Zmiany naprezen w kosci udowej w czasie przjsiad_?‘é&

Dlugosc kosci |

4 »
40.0 cm

Srednica zewnetrzna d

4 »
3.0cm

Srednica wewnetrzna

4 »
80.0% d

Masa ciala M
4

70.0 kg

G_=0.81MPa © =14.41MPa [—]
1] P Zamknij

Suwakami ustaw parametry i przesuwaj model w pionie

Rys. 4.17. Hipotetyczna (w rzeczywisto$ci nie wykonana) wersja modelu
z bardzo zaawansowang grafika

4.5. Modelowanie pracy mi¢sni. Symulacja biegu i skoku

4.5.1. Uwagi wstepne do modelowania pracy miesSni

Omowione wyzej modelowanie kosci pozwolito na wycigganie wnioskow
na temat wytrzymato$ci mechanicznej szkieletow zwierzat i ludzi, jednak w
duzej mierze chodzilo tu o obcigzenia, jakim podlegajg kosci w sposob
statyczny. Obecnie interesowac nas bedzie ruch, bedacy nastepstwem pracy
migsni.

Ruch jest jedng z gtdéwnych cech charakteryzujaca organizmy zwierzece.
Zaroéwno dla zwierzat poruszajacych sie w srodowisku wodnym jak i ladowym,
mobilno$¢ odgrywa kluczowa role w poszukiwaniu pozywienia jak rowniez
podczas ucieczki przed drapieznikiem. Zwierzgta wodne wykorzystuja cztery
zasadnicze sposoby przemieszczania si¢: sile odrzutu, falowanie ciatem,
wiostowanie i $lizganie. Na zwierzgta poruszajace si¢ w wodzie dziala sita
wyporu, ktora pozwala zaoszczedzi¢ energi¢ na utrzymanie rownowagi.
Poruszanie si¢ po ladzie jest =znacznie trudniejsze i wymagato
w procesie ewolucji na wypracowanie specjalnych narzadow i technik, ktére nie
tylko pozwalajg na utrzymanie rbwnowagi, ale takze na szybkie przemieszczanie



144 Wprowadzenie do modelowania systemow biologicznych

sie. Ruch kroczacy jest typowy dla zwierzat posiadajacych odnéza kroczne,
ktore musza by¢ na tyle silne, aby udzwigna¢ mase ciata oraz ja przenosic.

4.5.2. Model biegu

Wyobrazmy sobie teraz model zwierzecia 0 masie M, ktore osigga predkosé
V. Model taki naszkicowano na rysunku 4.18. Oczywiscie konski teb na tym
rysunku odgrywa role jedynie dekoracyjna, a zalozenie, ze zwierz¢ ma tylko
jedna noge, a ta noga napedzana jest przez jeden tylko migsien rozwijajacy site
Fn —jest w oczywisty sposob daleko idacym uproszczeniem rzeczywistosci.

"41'\

Rys. 4.18. Rozwazany model biegnacego zwierzgcia. Opis w tekscie.

Uproszczone beda takze nasze rozwazania dotyczgce samego mechanizmu
biegu jako takiego. Prawdziwy bieg polega na tym, ze odpowiednio przebierajac
konczynami rozwazana istota (cztowiek, zwierzg, owad) utrzymuje pewna
predkos¢ przez pewien okres czasu. Podczas biegu mozna wyrdzni¢ faze
odbicia, kiedy konczyna opiera si¢ na podtozu, a mig$nie wykonuja prace
napedzajac ciato do przodu oraz wyrzucajac je do gory, bowiem po fazie odbicia
nastepuje faza skoku (lotu, plynigcia) kiedy ciato biegnacej istoty porusza sie
ruchem balistycznym, jak wyrzucony pocisk. Ruch nég podczas biegu wymaga
ich wyrzucania do przodu (co wigze si¢ z koniecznos$cig ich przyspieszania
w tym witasnie kierunku i wydatkowania na to okre§lonej energii), nastepnie
wyhamowania tego ruchu do przodu i rozpoczgcia — po postawieniu nogi na
ziemi — ruchu do tylu, ktéry popycha cate cialo naprzod (znowu wydatek
energii) itd. Co wigcej, biegnagc pokonujemy rozne opory (na przyktad opor
powietrza), co takze wymaga wydatkowania energii.

W sumie gdybysmy chcieli zbudowa¢ dokladny model biegu — bytby on

16 Model ten (podobnie jak opisany dalej model skoku) oparty zostat na ksiazce
Johna Maynarda Smitha zatytutowanej "Matematyka w biologii" (Wiedza
Powszechna, Warszawa, 1974).
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ogromnie skomplikowany. Modele takie buduje si¢ na uzytek miedzy innymi
naukowego wspomagania treningu sportowego®’ jednak w tym skrypcie chodzi
nam o stworzenie modelu najprostszego, jaki tylko da si¢ zbudowac. W zwigzku
z tym rozwaza¢ bedziemy gléwnie model rozpoczgcia biegu, kiedy ciato
zwierzecia (lub cztowieka) poprzednio pozostajagce w spoczynku (nieruchome)
zaczyna si¢ poruszac i nabiera predkosci V. Potem te predko$¢ musi utrzymac,
a gdy biegnaca istota si¢ zmgczy — bedzie si¢ musiala zatrzymac, ale tym sig juz
nie zajmujemy. Interesuje nas tylko to, Ze cialo modelu podczas ruchu posiada
energie kinetyczng réwna (4.7):

E = % MV ? (4.7)

Energie te musiato zdoby¢ (bo wczesniej jej nie miato bedac w spoczynku)

na skutek ruchu wielu konczyn i aktywno$ci wielu mig¢éni — bo w rzeczywistosci

rozpgdzajace si¢ zwierze nabiera szybkosci po kilku lub kilkunastu krokach. My

jednak w naszym modelu zatozymy, ze cata energia kinetyczna powstala

w wyniku ruchu jednej ,zastepczej konczyny”, napgdzanej przez jeden

,»zastepczy miesien” rozwijajacy site Fr i podlegajacy skroceniu o odcinek Xpm.
Praca wykonana przez kurczacy si¢ migsien wyraza si¢ wzorem:

L, =F X (4.8)
Przyréownujac do siebie wzory (4.7) i (4.8) otrzymujemy:

EVIVER (4.9)
2 m°'m

Wyliczong predko$¢ ruchu opisuje wzor (4.10):

v = |2Fn¥n (4.10)
M

Rozwazmy teraz powickszenie ciata zwierzecia ze wspolczynnikiem f
zgodnie z nastepujacymi wzorami (4.11-4.13):

X om = X, (4.12)

' Taki doktadny model biegu rozwazany byt miedzy innymi w ksigzce
Marczewski W., Tadeusiewicz R.: ,,Antropomotoryka biocybernetyczna”,
wydanej w 1993 roku przez Akademi¢ Wychowania Fizycznego w
Krakowie.
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M, = /M (4.12)
F . =pS°F, (4.13)

Po podstawieniu wzoréw (4.11-4.13) do wzoru (4.10) otrzymujemy
rownanie, ktore sugeruje, ze predkos¢ nie zalezy od wielko$ci wspotczynnika f:

2
v, = |2 _ |2 |2, (4.14)
M, M M

Ze wzoru (4.14) mozna wywnioskowaé, ze zwierzgta o rdznych masach
i rozmiarach uzyskuja podobne szybkosci biegu.

Tabela 4.1. przedstawia masy ciala oraz prgdkosci poruszania si¢ dla
roznych gatunkow zwierzat. Tabela ta potwierdza przeprowadzony wyzej
wywaod. Potwierdza go takze rysunek (4.19).

Tabela 4.1. Porownanie réznych gatunkow zwierzat, ktére dla réoznych mas
osiagaja podobne predkosci poruszania sie.

Gatunek Masa [kg] Predkos$¢ [km/h]
Pies 60 60
Kon 700 60
Kangur 70 45

Gerbil 0.1 50
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Rys. 4.19. Obraz pokazujacy, ze psy i konie biegna z ta samg predkoscia
(Zrédto: http://www.myartprints.co.uk/kunst/randolph_caldecott/
fox_hunting_surrey_hi.jpg, dostep — wrzesien 2011)

4.5.3. Model skoku

Kolejnym przyktadem prostego modelu biologicznego zwigzanego z
narzadem ruchu jest wysoko$¢ skoku osiggana przez rdézne organizmy. Podobnie
jak w poprzednim przypadku wyobrazmy sobie, ze organizm o masie M skacze
na wysokosé h (Rys. 4.20).

Rys. 4.20. Organizm o masie M skacze na wysokos¢ h. (Zrodto ikon:
http://www.cksinfo.com/animals/kangaroos/index.htm, dostep — lipiec 2011)

Migénie skaczacego zwierzecia wytwarzaja site Fn, i dziatajg na drodze X,
Dzigki temu zwierze¢ o masie M skacze na wysokos$¢ h (Rys. 4.20). Obliczmy, od
czego zalezy ta wysokos$¢.


http://www.myartprints.co.uk/kunst/randolph_caldecott/fox_hunting_surrey_hi.jpg
http://www.myartprints.co.uk/kunst/randolph_caldecott/fox_hunting_surrey_hi.jpg
http://www.cksinfo.com/animals/kangaroos/index.htm
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Wzor (4.14) przedstawia konieczng tozsamo$¢ pomiedzy energia
potencjalng, jaka osiagnie ciato zwierzecia na wysokosci h a pracag wykonang
przez migénie, ktore go na tg¢ wysokos¢ wyrzucity.

Mgh=F_x,. (4.14)

Po przeksztalceniu wzoru (4.14), otrzymujemy wzoér (4.15), ktory

przedstawia wysokos$¢ na ktorg skacze zwierzg o masie M.

h= FnXn (4.15)
Mg

Rozwazmy podobnie jak w poprzednim modelu powigkszenie ciala
zwierzgcia
ze wspotczynnikiem £ zgodnie z wezesniej przytoczonymi wzorami (4.11-4.13).
Po podstawieniu tych wzoréw do wzoru (4.15) otrzymujemy:

2
hW — mexwm — ﬂ ljmﬁ)xm — Fme (416)
M, B°Mg Mg

Wspolczynnik f we wzorze (4.16) znika, co sugeruje, ze wysokos¢ skoku
nie zalezy od rozmiaroéw osobnika. Stwierdzenie to wydaje si¢ paradoksalne, ale
zwroémy uwage na jeden czynnik: Powyzsze rozwazanie nie dotyczy
wysokosci, jaka osiagnie zwierzg¢ w wyniku skoku tylko wysokos¢ skoku jako
takiego. Wicksze zwierz¢ ma wyzej $rodek ciezko$ci jeszcze przed skokiem,
wigc osiaga wyzszy putap, ale sam skok jest taki sam. Malutki gerbil skacze ma
takg sama wysoko$¢ skoku jak duzy kangur (Rys. 4.21) chociaz po skoku
znajduje sie znacznie nize;j.
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Rys. 4.21. Poréwnanie skoku kangura ze skokiem matego gerbila (Zrodto:
http://matematyka.lo4.poznan.pl/ oraz http://ottawahumane.ca/, dostep - lipiec
2011)

4.5.4. Implementacja modeli

Ponizszy fragment kodu dla MATLABa przedstawia model biegu. Model
ten nie posiada oddzielnego interfejsu uzytkownika, ale korzystajacy z modelu
moga poprzez modyfikacje M-pliku okresla¢ poszczegdlne parametry modelu A
oraz B (Przyktad 4.3). W modelu tym obliczana jest warto$¢ energii potrzebna
do osiaggniecia podanej predkosci przez zwierzeta o rdéznych masach i
rozmiarach.

Kolejny fragment kodu przedstawia model skoku (Przyklad 4.4).
Uzytkownicy moga poprzez prosta modyfikacje M-pliku zmienia¢ podstawowe
parametry symulacji takie jak: wysoko$¢ skoku, masa osobnika A i B, potozenie
srodka cigzkosci. Obliczane parametry to putap skoku oraz energia potrzebna do
jego osiggnigcia.

Obliczana jest wysoko$¢ skoku oraz warto$¢ energii potrzebna do
osiagnigcia podanej wzglednej wysokosci przez zwierzgta o réoznych masach
i rozmiarach.

Uzyskane wyniki moga by¢ porownywane i analizowane.


http://matematyka.lo4.poznan.pl/
http://ottawahumane.ca/
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Przyktad 4.3 — Model biegu

% Parametry modelu

% Model A - kangur

mk = 70; % masa kangura [kg]
vk = 45; % predkos$¢ poruszania sie [km/h]
xk = 0.1; % skrocenie miednia [m]

Fmk = 54600;

o\

sita rozwijana przez miesnie [N]

% Model B - gerbil

mg = 0.1; % masa gerbila [kg]
vg = 45; % predkos$é poruszania sie [km/h]
xg = 0.005; % skrocenie miednia [m]

o°

Fmg = 1562; sita rozwijana przez miesdnie [N]

o°

Obliczenia energii kinetycznej modelu
Model A - kangur
kA = mk* (vk/3.6)"2*0.5; % energia modelu A [J]

o°

=

o°

Model B - gerbil
kB = mg* (vg/3.6)"2*0.5; % energia modelu B [J]

=

o°

Wspbdbtczynnik 3.672 pochodzi od zmiany Jjednostki =z
km/h na m/s

oe

o°

Obliczenia predkos$ci biegu na podstawie: masy, sity
mieéni i1 wielkoéci skurczu

o

o

Model A - kangur
VA = ((2*Fmk*xk)/mk)”"0.5*3.6

oe

predkosé modelu A
[km/h]

oe

% Model B - gerbil
vB = ((2*Fmg*xg)/mg)”"0.5*3.6

oe

predkosé modelu B
S [km/h]

Podobnie jak w poprzednim podrozdziale — na stronie www. Tadeusiewicz.pl

dostepne sg rozszerzone wersje aplikacji umozliwiajagce wygodne wprowadzanie

parametréw dla modelu A i B oraz przedstawiajace prosta symulacje biegu

(Rys. 4.22) oraz skoku (Rys. 4.23).

Interfejs uzytkownika zostat podzielony w obu przypadkach na 3 obszary.
Pierwszy obszar zatytutlowany Wybor zestawu zwierzat zawiera gotowy komplet
parametréw dla dwoch zestawow zwierzat o roznych masach, ale podobnych
predkosciach poruszania si¢ lub wysokoSciach skoku. Obszar drugi Parametry
symulacji pozwala na samodzielne ustawianie danych dla modelu A oraz B
takich jak: masa, predkos$¢, wzrost, wysokos$¢ skoku. Obszar znajdujacy si¢ po
lewej stronie zawiera wyniki symulacji oraz prostg animacje.



http://www.tadeusiewicz.pl/
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B predkosc

o= ]

Model biocybernetyczny
Predkos¢ biegu
—Wybar zestawu zwierzat

Model &

START

©) ZIESTAW 1 (PIES, KON
META

@ FESTAW 2 (KANGUR, GERBIL)

Mode! B

—Parametry symulacji
START

e — Model A
UL L] MASA 70
Fm 54600
=m 01
Wyniki lacj
— Model B
Model Model B
MASA 70 MASA 0.1 MASA 0.1
Fm
PREDKOSC 45 PREDKOSC 45 1562
. . xm 0.005
PRACA MESNIA 54B8.75 PRACA MESNIA 7.8125

SYMULACJA |

Rys. 4.22. Okno aplikacji: Model biocybernetyczny - predkos¢ biegu

BN skok
Wysokos¢ skoku
h
MODEL A MODEL B
— Wybdr zestawu zwierzgt———
Y@ © ZESTAW 1 (PIES, KO
© ZESTAW 2 (SEREIL KANGUR)
— Parametry symulagj———
CModel A
MASA 01 Fm 1200
tg WIROST | 0.4 xm 001
— Model B
Wyniki symulaci MASA 70 Fm | 24500
Madlel Madel B WIRDST | 15 s 0.05
MASA 0.1 MASA 70
PULAP SKOKU 12 PULAP SKOKU 175 WYSOKOSE SKOKU f
ENERGIA 12
ENERGIA 1225 o |

Rys. 4.23. Okno aplikacji: Model biocybernetyczny - wysoko$¢ skoku
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Przyktad 4.4 — Model skoku
% Parametry modelu
% Model A - kangur
mk = 70; % masa kangura [kg]
hko = 0.75; % $rodek ciezkosci [m] (polowa S$redniej
% wysokosci)
xk = 0.05; % skrocenie miesnia [m]
Fmk = 24500; % sita rozwijana przez miednie [N]
% Model B - gerbil
mg = 0.1; % masa gerbila [kg]
hgo = 0.2; % $rodek ciezkoséci [m] (potowa Srednie]
% wysokoséci)
xg = 0.001; % skrdécenie mies$nia [m]
Fmg = 1200; % sita rozwijana przez miesnie [N]
% Wzgledna wysokos$¢ skoku (stata dla modelu A i B)
hOo = 1; % wzgledna wysokos$¢ skoku 1 [m]
g = 10; % przysplieszenie ziemskie [m/s2]
% Obliczenia energii modelu oraz wzglednej wysokosci
% skoku
% Model A - kangur
hpA = hko+hO % wysokos¢ skoku [m]
EpA = hpA*mk*g % energia modelu A [J]
$Model B - gerbil
hpB = hgo+hO % wysokos¢ skoku [m]
EpB = hpB*mg*g % energia modelu B [J]
% Obliczenia wysokos$ci skoku na podstawie masy, sity
% miesni i wielkos$ci skurczu
% Model A - kangur
hA = (Fmk*xk)/ (mk*g) % wysokos$é skoku [m]
% Model B - gerbil
hB = (Fmg*xg)/ (mg*g) % wysokos$é skoku [m]
4.6. Model krazenia krwi i czesto$ci tetna
4.6.1. Opis modelu matematycznego

Rozwazania podobne do przedstawionych wyzej dla kosci i migsni mozna
takze prowadzi¢ dla innych narzadéw. W niniejszym rozdziale rozwazany
bedzie model krazenia krwi, ktory pozwoli (migdzy innymi) na wyznaczenie
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czestosci tetna u zwierzat o roznych rozmiarach.

Uktad krazenia jest jednym z najbardziej skomplikowanych i najbardziej
interesujacych systemow w organizmie czlowieka (Rys. 4.24). Jego
modelowanie, nawet w bardzo uproszczonej formie, jest celowe, poniewaz daje
nowe mozliwosci wykorzystania techniki komputerowej w rozpoznawaniu,
zapobieganiu i przewidywaniu wielu chordb uktadu krazenia. Aby mdéc w prosty
1 przystgpny sposob zamodelowac ten uktad przyjmujemy zasad¢ maksymalnego
uproszczenia jego budowy i dziatania. Sprawdzimy, czy pomimo wykorzystania
tylko kilku podstawowych zatozen co do tego systemu bedziemy w stanie
uzasadni¢ prawidtowos$ci w jego dziataniu.

Mézg

Zyta szyjna

Ramiona Tetnica szyjna

) Ptuca
Tetnica ptucna

Zyta ptucna

Zyta gtéwna gérna Aorta

Zyta gtéwna dolna

Zyla watrobowa Uktad pokarmowy

Zyta wrotna Tetnica krezkowa
Watroba
Tetnica nerkowa
Zyta nerkowa

| Tetnica biodrowa
Zyta biodrowa

Nizsze partie ciata i nogi

Rys. 4.24. Schemat krazenia ptucnego oraz obwodowego (Opracowanie
wiasne na podstawie: http://www.heartzine.com/anatomy-physiology/the-
circulatory-system.html)

Podstawowym parametrem uktadu krazenia jest ilos¢ krwi Qy dostarczana
W jednostce czasu do migsni. Przy pomocy krwi do tkanek dociera tlen, ktorego
ilo$¢ oznaczymy przez Q, za$ tlen jest $ci$le powigzany z mocg rozwijang przez
poszczegdlne migsnie. W zwigzku z tym ilo$¢ docierajacego do miegéni tlenu jest
zwigzana z energia produkowang przez organizm — i z tego skorzystamy.

Objetos¢ krwi Qi dostarczana w jednostce czasu do poszczegolnych migsni
zalezy od przekroju naczyn S, (przyjmujemy tu przekrdj aorty) oraz od
szybkosci przeplywu krwi V. Wyobrazajac sobie krew wypompowang przez
serce w jednostce czasu jako stup o wysokosci odpowiadajacej predkosci
wyplywu Vi 1 o przekroju réwnym przekrojowi aorty Sy otrzymujemy wzor
(4.17) okreslajacy ilos¢ krwi Qy dostarczang w jednostce czasu do miesni:


http://www.heartzine.com/anatomy-physiology/the-circulatory-system.html
http://www.heartzine.com/anatomy-physiology/the-circulatory-system.html
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Q. =SV, (4.17)

Predko$¢ przeptywu krwi Vi zalezy od ci$nienia skurczowego p
wywotanego przez serce (4.18):

Vi = 1(p) (4.18)

Doktadny opis tego zjawiska jest naprawde skomplikowany i odwotuje si¢
do praw hydrodynamiki, ktorych matematyczny opis wymaga rozwigzywania
skomplikowanych réwnan rézniczkowych czastkowych Naviera-Stokesa,
trudnych do rozwigzania nawet przy uzyciu najwigkszych dostgpnych dzi$
superkomputeréw. Dla potrzeb modelu rozwazanego w tym rozdziale
zastosujemy jednak bardzo uproszczone rozumowanie, oparte na stwierdzeniu
oczywistego faktu, ze czynnikiem wywolujacym przeptyw krwi jest cisnienie
skurczowe powstajace w wyniku sily F rozwijanej przez kurczacy si¢ migsien
serca’®. Sila F zalezy od bardzo wielu czynnikéw m.in. od wielkosci serca, od
grubosci jego $cian, od prowadzonego trybu zycia (wptywajacego na sprawnosc
migénia sercowego), od emocji rozwazanej osoby i od jej uwarunkowan
genetycznych. W naszych rozwazaniach ograniczamy si¢ jedynie do jednego
parametru okreslajacego cechy migsnia sercowego, to znaczy do jego
jednostkowej wytrzymatosci mechanicznej os oraz do jednego parametru
opisujgcego rozmiary i ksztalt rozwazanego serca, to znaczy do powierzchni
pola jego przekroju poprzecznego Ss. Zaleznos$¢ sity skurczu od tych dwoch
warto$ci takze bardzo uproscimy zaktadajac, ze jest ona proporcjonalna do ich
iloczynu (4.19).

F =05, (4.19)
Sita Fs dziata na krew zgromadzong w sercu i powoduje jej wyrzut oraz

dalsze przettaczanie. Mozna zauwazy¢, ze sita F; rozwijana przez migsien serca,
jest rownowazona przez sitg¢ pochodzaca od cisnienia krwi Fy (4.20).

F. = pSy (4.20)
Warunek rownowagi sit mozna zapisaé¢ w postaci (4.21):

oS, = p.S, (4.21)

Z powyzszego wzoru wyznaczamy wielko$¢ skurczowego cisnienia krwi
(4.22).

'8 Taki doktadny model krazenia krwi i czestosci tetna rozwazany byt miedzy
innymi w ksigzce Marczewski W., Tadeusiewicz R.: ,, Antropomotoryka
biocybernetyczna”, wydanej w 1993 roku przez Akademie Wychowania
Fizycznego w Krakowie.



4. Modele wybranych systemow biologicznych 155

P =—— (4.22)

Podobnie jak w poprzednich rozdziatach sprawdzimy, czy rozmiar ciala
rozwazanego zwierzgcia wpltywa na warto$¢ ci$nienia krwi. Wprowadzimy
wspotczynnik wielkosci ciata S przy pomocy ktorego przeskalujemy
odpowiednie powierzchnie.

S, new =85S, (4.23)

S new = B°S, (4.24)

Oczywiscie parametr jednostkowej wytrzymato$ci mechanicznej o5 hie
zalezy od rozmiaréw.

Po podstawieniu wzorow (4.23) i (4.24) do wzoru (4.22) zauwazamy, ze
wspotczynnik wielko$ci ciata f ulega uproszczeniu. Wynik ten wskazuje na brak
zalezno$ci pomiedzy ciSnieniem krwi py, a rozmiarami ciata. Z tego wynika, ze
réwniez predkos¢ przeptywu krwi Vi nie ulega zmianie, mimo znacznych zmian
rozmiarow ciata rozwazanego zwierzecia.

Przeanalizujmy teraz wzor okres$lajacy ilos¢ krwi dostarczanej do migsni
w jednostce czasu Qy w odniesieniu do wspotczynnika f3.

Jezeli
Q. =SV, (4.25)
oraz
Sy new = B°S, (4.26)
to
Q_new =BSV, (4.27)

Ostateczny rezultat przeprowadzonego rozumowania prowadzi do
stwierdzenia, ze moc pracujgcych migsni zalezy od ilosci dostarczanej do mig$ni
krwi, a ta jest zalezna od kwadratu rozmiardéw ciata. Jak z tego wynika moc
pracujacych miesni jest ograniczona przez wydolno$¢ systemu krazenia — i to
jest wazny wniosek.

Serce posiada okreslong pojemno$é, ktorg oznaczamy Q.. Parametr ten jest
oczywiscie zalezny od wielkos$ci ciala (4.28).

Q; rew=5Q, (4.28)
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W ustalonym czasie t przez serce musi zostaé przepompowana krew
przeptywajaca przez aort¢ i wynoszaca S V,t. Przy okreslonej objetosci Qs

serce musi skurczyé sie n razy zgodnie ze wzorem (4.29) do ktérego
podstawiono zaleznosci (4.26) i (4.28).

2
n= % (4.29)

Po wuproszczeniu wspoétczynnika wielkos$ci ciala oraz przyjmujac t=1
otrzymujemy czestotliwos¢ tetna (4.30).

(4.30)

Z powyzszych rozwazan wynika, ze im wigksze zwierze, tym nizsza warto$¢
tetna. Wniosek ten odpowiada doktadnie warto$ciom obserwowanym w §wiecie
zwierzat. Tetno myszy jest duzo wyzsze od tetna czlowieka i wynosi ok. 500.
Ston, pomimo tego, ze jest duzo wickszy od cztowieka posiada tetno o polowe
mniejsze, ok. 30.

4.6.2. Symulacja krazenia krwi i jego konsekwencji

Ponizszy fragment kodu dla MATLABa (Przyktad 4.5) przedstawia bardzo
uproszczony model ukladu krazenia pozwalajacy na prognozowanie warto$ci
tetna w zaleznosci od wielkoSci osobnika. Za wzorzec przyjmowane s3
parametry czlowieka (masa, t¢tno). W zalezno$ci od masy pozostatych modeli
(ston, mysz) wyliczane sg poszczegdlne warto$ci tetna. Obliczana jest wartos$é
tetna dla modelu A i B bazujac na danych z modelu wzorcowego. Oznacza to, ze
znajac mase osobnika jesteSmy w stanie prognozowac jego tetno.

Podobnie jak w poprzednim podrozdziale — na stronie www. Tadeusiewicz.pl
dostepna  jest rozszerzona wersja aplikacji umozliwiajace wygodne
wprowadzanie parametrow dla modelu A i B oraz przedstawiajgce prostg
symulacje bicia serca dla poszczegolnych modeli (Rys. 4.25).
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CE— . e

Model biocybernetyczny

Model czestosci tetna

Wyhir zestawu

@ Tetno czfowieka i stonia
(© Tetno cztowieka i myszy

© Tetno myszy i stonia

Parametry symulacji——7m78 —M8

Model A Model B

Criowiek Stori Masa 90 0.09
Wyniki symulac
Model A Model B

SYMULACIA ‘
Iasa a0 Masa 0.09
Tetno 738 Tetno 738

HONEC

Rys. 4.25 Okno aplikacji: Uktad krwiono$ny i czestos¢ tetna (Zrodto ikon:
http://www.thaifocus.com/elephant/heartbeat.htm, dostep - lipiec 2011)

Przyktad 4.5 — Model uktadu krwiono$nego
% Dane modelu A - czlowiek
% Model A jest modelem wzorcowym

mw = 90; % masa wzorcowa [kg]
vk w = 1800; % predkos$¢ przeptywu krwi [cm/min]
sn w = 24.6; % przekrdj naczyn [cm™2]

o

gs_w = 600; pojemnos$¢ serca [cm”3]

fprintf ('Model A /cziowiek/ - czestotliwos$¢ tetna:\n');

n = (vk w*sn w)/gs w

% Dane modelu B - mysz

fprintf ('Model B /mysz/ - czestotliwo$¢ tetna:\n');
mm = 0.09; % masa myszy [kg]

n = (vk w*sn w)/(gs_w*((m_m/m w)”"(1/3)))

% Dane modelu C - siton
fprintf ('Model C /slon/ - czestotliwo$¢ tetna:\n');
m s = 3000; % masa sionia [kg]

n = (vk w*sn w)/(gs w*((m s/m w)”(1/3)))
Interfejs uzytkownika zostal podzielony na 4 obszary. Pierwszy obszar
zatytulowany Wybor zestawu zawiera gotowy komplet parametrow dla trzech
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par osobnikow. W kazdym z tych przypadkéw osobniki znaczaco rdznig si¢
masa, co odzwierciedlone zostaje w wartosci tgtna. Obszar drugi Parametry
symulacji pozwala na samodzielne ustawianie masy dla modelu A oraz B.
Obszar trzeci zatytulowany Wyniki symulacji pokazuje obliczong warto$¢
tetna. Obszar znajdujacy si¢ powyzej symuluje dziatanie serca.

4.7. Dynamiczne modele systemow biologicznych

4.7.1. Istota podzialu na modele statyczne i modele dynamiczne

Przedstawiane wyzej modele byly modelami statycznymi, czyli opisywatly
zjawiska, w ktorych czynnik czasu nie odgrywal istotnej roli. Nawet jesli
rozwazaliSmy model biegu czy skoku, to w istocie interesowat nas wytacznie
jeden parametr opisujacy ten bieg czy skok (odpowiednio szybkos¢ biegu czy
wysoko$¢ skoku) natomiast ignorowaliSmy na przyktad opor powietrza na jaki
napotyka si¢ podczas biegu albo kolejne fazy ruchu konczyny skaczacego
zwierzecia. Teraz jednak nadeszita pora, zeby zacza¢ modelowaé procesy
przebiegajace w czasie. Takie modele okreslane sg jako modele dynamiczne i sa
W istocie najciekawsze, bo cos si¢ w nich dzieje.

X Y
m— sitycony m—
X Model Y(t)

W dynamiczny 1 m—)

X(O) [ g |Y(1)

dynamiczny 2

Rys. 4.26. Model statyczny i dwa rodzaje modeli dynamicznych

Zasadniczg roéznice migdzy modelem statycznym i dynamicznym ilustruje
rysunek 4.26. Jak wida¢ w modelu statycznym na wejs$ciu i na wyjsciu systemu
mamy warto$ci liczbowe (oznaczone na rysunku odpowiednio jako X i Y).
Model taki pozwala zmienia¢ wartosci wejsciowe X 1 obserwowac zwigzane
Znimi zmiany warto$ci wyjSciowej Y. Jest to jednak w sumie bardzo uboga
forma wykorzystania wszystkich tych wspaniatlych mozliwosci, jakie tkwig
w matematycznym modelowaniu i w komputerowej symulacji. Dlatego
i w modelach i w symulacjach siega sie do modeli dynamicznych.

Model dynamiczny tym si¢ cechuje, ze na jego wyjsciu obserwujemy
pewien proces, sekwencj¢ wartosci zmieniajacych si¢ w czasie, stad na rysunku
4.26 wyjscia modeli dynamicznych prezentuja zamiast pojedynczej warto$ci Y —
funkcje Y(t), ktora w rzeczywistym systemie jest zwykle ciggta (ma okreslone
wartosci dla kazdego momentu czasu t), za§ w modelu symulacyjnym jest
sekwencja wartosci zmiennej Y w kolejnych wybranych chwilach czasu t.
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Jak pokazano na rysunku 4.26 - mozna rozwaza¢ dwa typy modeli
dynamicznych. Model okre§lony na rysunku jako numer 1 ma na wejsciu tylko
warto$§¢ liczbowg X. Warto$¢ ta jest parametrem, ktory okresla sposob
zachowania modelu (a takze modelowanego systemu), jednak samo zachowanie
tego modelu jest juz spontaniczne. Generuje on pewien proces zachodzacy
w czasie Y(t), ktory jednak nie podlega sterowaniu. Do matematycznego opisu
modeli dynamicznych tego typu uzywa si¢ zwykle rownan roézniczkowych, przy
czym dla zachowania prostoty dzialania modelu preferowane sa rdéwnania
rézniczkowe zwyczajne.

Model oznaczony numerem 2 zachowuje si¢ odmiennie niz model
oznaczony numerem 1. On takze wytwarza pewien proces zachodzacy w czasie
Y(t), ktorym jednak mozemy na biezaco sterowaé, poniewaz sygnal wejsciowy
do modelu takze ma forme przebiegu zmiennego w czasie X(t) i na t¢ czasowa
zmienno$¢ tworca modelu (lub jego uzytkownik) moze mie¢ wptyw. Tu takze
znajdujg zastosowanie rownania rézniczkowe zwyczajne, sg one jednak zwykle
(ze wzglegdu na obecno$¢ czynnika sterujacego  X(t)) rownaniami
niejednorodnymi.

Rozwazymy teraz wybrane dynamiczne modele systeméw biologicznych,
pokazujac najpierw jak tworzy si¢ ich matematyczny opis, a potem jak si¢ je
symuluje w wybranym $rodowisku informatycznym (w MATLABiIe). Jako
pierwszy rozwazymy model rozwoju populacji komodrek nowotworowych
w przypadku nie leczonego raka.

4.7.2. Najprostszy model dynamiczny typu 1

Rozw¢j choroby nowotworowej polega na tym, ze komorki zmienione
nowotworowo ustawicznie proliferuja (mnoza si¢) przez co nastgpuje wzrost
guza rakowego, ktdry niszczy narzad, z ktérego rak powstat i w ktorym sig
rozwija. Jesli nie uda si¢ na ten proces wptyna¢ hamujaco lub jesli nie zdazymy
inwazyjnie rosngcego raka usungC chirurgicznie — dojdzie do calkowitego
zniszczenia zaatakowanego przez raka narzadu i do $§mierci pacjenta.

Zamodelujmy ten proces. W tym podrozdziale (i w dwdch nastgpnych)
bedzie mowa o konkretnym przyktadzie nowotworu wieku dziecigcego —
neuroblastomy, jednak modelowanie kazdego innego raka bedzie przebiegaé
podobnie. Stan choroby mozna opisa¢ liczba nieprawidlowych (nowotworowo
zmienionych) komorek. Liczba ta zmienia si¢ w czasie, bo komodrki mnoza si¢
poprzez kolejne podziaty. W najwigkszym uproszczeniu mozna bytoby przyjac,
ze wszystkie komorki ulegajg podziatowi w tym samym tempie, co oznacza, ze
przyrost liczby komorek jest proporcjonalny do ich liczby. Dla podkreslenia
zmiennosci tej liczby w czasie oznaczymy ja symbolem P(t).

Zaleznos¢ pozwalajgcg modelowac i $ledzi¢ zmienno$¢ funkeji P(t) mozna
zapisa¢ w postaci rownanie rozniczkowego (4.31), w ktorym szybkosé
zwigkszania si¢ liczby komorek (lewa strona roéwnania) jest proporcjonalna do
aktualnej liczby komorek P(t), a wspotczynnikiem proporcjonalno$ci jest stata
WZzrostu y .
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dP
= =yP 4.31
o 4 (4.31)

Ogladajac te zalezno$¢ mozemy stwierdzi¢, ze jest to system okreslony na
rysunku 4.26 jako model dynamiczny 1: ma jedno wejscie, ktorym jest dowolnie
ustalana ale niezmienna w trakcie modelowania stata y petniaca role wejscia do
modelu:

oraz mamy jeden proces zmienny w czasie — liczb¢ komorek powstajacych

w wyniku proliferacji P(t), co odpowiada narysowanej na schemacie modelu
funkcji wyjsciowej Y(t):

Y (t)=P(t) (4.33)
M-kod opisujacy ten model przedstawia Przyktad 4.6.

- S
T — e

7

G5 Aoyl 001
o

55 - 4 P(0) 2064008
sho N
45f- A T 120

)

35

Liczha kormorek nowotworowych Pt

o -

25

2 SYMULACIA
0 20 40 &0 &0 00 120
Czas t[h]

Rys. 4.27. Okno gotowego programu stuzacego do symulacji proliferacji
komérek nowotworowych

W celu rozwigzania réwnania rézniczkowego zwyczajnego pierwszego
rzedu skorzystano z funkcji 0de45, ktora realizuje metode Dormand-Prince
Z automatyczng zmiang dtugosci kroku. Formuta rozwiazywania réwnania jest
nastepujaca:

[t, dane] = oded5(@rownanie, przedzial rozwiazan, dane
poczatkowe, dodatkowe opcje)
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Przyktadowe wywotanie funkcji przedstawia przyktad 4.6.

Przyktad 4.6 — Model proliferacji komoérek nowotworowych

Q

% Ustawienie parametrdé4w symulacii:

czas = [0,120]; % przedziat czasu [h] (5 dni)

PO = 2e8; % poczatkowa liczba kombérek (200 mln)
% Symulacja:

[t, P] = oded5(@rownanie proliferacji, czas, PO);

o)

% Wyprowadzenie wynikdéw w formie graficznej:

plot(t, P);

title('Symulacja proliferacji komorek nowotworowych');
xlabel ('Czas [h]");

ylabel ('Liczba komorek nowotworowych Y (t) = P(t)"');

% W osobnym pliku rownanie proliferacji.m zapisujemy
ponizszg funkcje

o°

o

Funkcja obliczajaca prawa strone rdéwnania
% rbézniczkowego

function dP_dt = rownanie proliferacji(t, P)
gamma = 0.01; % stata wzrostu [1/h]
dP dt = gamma*P; % rbébwnanie rdzniczkowe

Model ten ma tez swoja wersje ,luksusowa”, przedstawiona na rysunku
4.27, pozwalajaca na obserwacje procesu namnazania si¢ komorek rakowych
w postaci graficznej — wygodniejszej do obserwacji i do interpretacji. Wersja ta
jest dostgpna — jak wszystkie pozostate opisywane w tej ksigzce — na stronie
www. Tadeusiewicz.pl.

Warto w tym miejscu nawigza¢ do omawianego w punkcie 1.3.2.
zagadnienia dyskretyzacji. Zwro¢my uwage na sposob opisu zmiennosci w
czasie liczebno$ci pewnej populacji wyrazonej liczba naturalng. W przypadku
np. hodowli krolikow — gdy ich liczba jest rzedu kilkunastu lub kilkudziesigciu -
naturalny bedzie opis, w ktorym przebieg liczebnosci w czasie jest funkcja
przedziatami stala - bo migdzy momentami zmiany liczby osobnikéw uplywa
znaczacy przedziat czasu. Whasciwg formg opisu sg wtedy rownania roznicowe.
Stosowanie rownan rozniczkowych jest usprawiedliwione gdy liczebnosé jest
duza i1 czas migdzy momentami zmiany liczebnosci jest krotki. Wtedy
,,wysoko$¢ schodka” funkcji P(t) jest mata w stosunku do wartosci funkcji,
a ,,dlugos¢ schodka” — krotka w odniesieniu do czasu symulacji. W przypadku
nowotworu, gdy liczba komérek guza o $rednicy np. 2 cm jest rzedu 10°, a czas
miedzy tworzeniem si¢ kolejnych komorek jest rzedu utamka sekundy - biad
zastgpienia opisu ,,schodkowego” (réwnaniem réznicowym) opisem cigglym
(réwnaniem rézniczkowym) mozna uzna¢ za pomijalnie maty.
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4.7.3. Model dynamiczny typu 1 o wielu wejsciach i wyjsciach

Jezeli chcemy, aby budowany model rozwoju raka lepiej odwzorowywat
realne zjawisko narastania guza, to musimy odrzuci¢ przyjete w modelu (4.33)
zatozenie o pelnej jednorodno$ci komoérek guza. W rzeczywistym guzie mozna
wyrozni¢ komorki, ktére intensywnie si¢ rozmnazajg (blisko powierzchni guza)
— ich liczbe bedziemy oznacza¢ w dalszym ciggu przez P(t) — oraz komorki
nowotworowe, ktore przestaly sie juz dzieli¢ (,,uspokojone”, wewnatrz guza) —
Q(t). Liczebno$¢ obu grup si¢ zmienia — cz¢$¢ komorek pozostaje w ,,swojej”
grupie, a czg$¢ zmienia charakter. Proces ten ilustruje rysunek 4.28.

P a QO
v komorki ™ komérki
proliferujgce |« uspokojone
p

Rys. 4.28. Grupy komoérek wewnatrz guza nowotworowego. Opis w tekscie.

Jak wida¢ z rysunku aP(t) komorek proliferujacych uspokaja sie, a SQ(t)
komorek uspokojonych powraca do mnozenia si¢ (o i f sa wspotczynnikami

proporcjonalnosci). Modelem matematycznym opisanych procesow sg rOwnania
(4.34) i (4.35).

P
‘jj—t =[y-alP+pQ (4.34)
dQ
= _gP-
it pe (4.35)

Jak wynika z przedstawionych rozwazan, modelem ktoéry dobrze opisze
rozwazany tu system bedzie model typu 1 o trzech wejsciach:

X1= a (4.36)

X,= B (4.37)

X3=y (4.38)
oraz o dwoch wyjsciach:

Ya(t) = P() (4.39)

Ya(t) = Q(t) (4.40)

Model ten symbolicznie przedstawiono na rysunku 4.29.
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Rys. 4.29. Wzbogacony model procesu howotworowego

Program symulujacy dziatanie opisywanego modelu przedstawiony jest
nizej jako Przyklad 4.7. Jego wersja z bogatszym interfejsem uzytkownika
dostgpna jest na stronie www.Tadeusiewicz.pl, zas widok panelu sterujacego
tego ulepszonego modelu przedstawiony jest na rysunku 4.30.
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Rys. 4.30. Okno gotowego programu stuzacego do symulacji proliferacji
i uspokajania komorek nowotworowych


http://www.tadeusiewicz.pl/

164

Wprowadzenie do modelowania systemow biologicznych

Przyktad 4.7 — Model proliferacji i uspakajania komoérek nowotworowych

Q

% Ustawienie parametrdéw symulaciji:

czas = [0,120]; % przedziat czasu [h] (5 dni)

PO = 2e8; % poczatkowe liczby kombérek P 1 Q
Q0 = 8e8;

% Symulacja:
[t,PQ] = ode45 (@rownanie guza,czas, [PO, QO0]);
% Wyprowadzenie wynikdédw w formie graficznej:
plot (t,PQ);
title(['Symulacja proliferacji i uspokajania'...
' komorek nowotworowych']);
xlabel ('czas [h]");
ylabel ('Liczba komorek guza');
legend ('Komorki proliferujace P', ...
'Komorki uspokojone Q', 'Location', 'Best'):;

% W osobnym pliku rownanie guza.m zapisujemy ponizsza
% funkcje

% Funkcja obliczajaca prawa strone rdéwn. rdzniczkowego
function dPQ dt = rownanie guza(t, PQ),

[}

% Parametry komdbrek guza:

alfa = 0.02; % stata uspokajania [1/h]

beta = 0.004; % stata powrotu do dzielenia [1/h]
gamma = 0.01; % stata wzrostu [1/h]

% RoOwnanie roézniczkowe:

P = PQ(l); Q = PQ(2);

dp_dt = (gamma-alfa)*P + beta*Q;
dQ dt = alfa*P - beta*Q;

dPQ dt = [dP dt; dQ dt];

o°

pobranie z wektora
réwnanie (4.34)
réwnanie (4.35)
spakowanie do wektora

o oP

o\°

4.7.

4. Model dynamiczny typu 2

Modele systemow dynamicznych ktoérych zachowanie mozna sterowac

poprzez zmiang parametroOw sg bardziej interesujace, niz modele statyczne, ale
nadal sa to modele na ktorych dziatanie uzytkownik ma stosunkowo
ograniczony wplyw. Dlatego przy postugiwaniu si¢ modelami rdznych
systemow, w tym takze omawianych w tej ksigzce systemow biologicznych,
dazymy do tego, zeby w modelach tych istniala mozliwos¢ aktywnego
eksperymentowania z modelowanym procesem, to znaczy zeby przejs¢ od
modelu typu 1 (przejawiajacego wylacznie spontaniczne dziatanie) do modelu
typu 2 (sterowalnego).

Przesledzmy taka transformacj¢ na bazie omawianego wczesniej
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dynamicznego modelu rozwoju komorek nowotworowych, na ktory
chcieliby$my wptywaé (oczywiscie hamujaco) poprzez odpowiednie leczenie.
Jedna z mozliwych terapii jest chemoterapia, w ktorej dozylnie podawany jest
lek o nazwie Topotecan (TPT). Lek ten jest aktywny tylko wobec tych komorek
organizmu, ktore sa w specyficznej fazie cyklu podziatu — w fazie replikacji
DNA. TPT zaktoca proces replikacji DNA powodujac obumieranie dzielacej sie
komoérki. Zbudujemy model®® w ktorym sygnalem wejsciowym bedzie wielkosé
dozylnych iniekcji leku TPT, a sygnatem wyjsciowym liczba komorek w fazie P
i w fazie Q. W tym celu uzupelnimy model opisany rownaniami (4.34), (4.35)
i przedstawiony na rysunku 4.28. W nowym modelu uwzglednimy niszczace
oddziatywanie leku TPT na komorki rozmnazajgce si¢. Zalozymy, ze liczba
komorek w fazie P obumierajacych na skutek dziatania TPT jest proporcjonalna
do zmiennego w czasie stezenia tego leku x(t) w osoczu. Zakladamy model
liniowy (liczba ginacych komorek jest proporcjonalna do stezenia leku i do
liczby proliferujgcych komorek), a dodatkowy parametr 6 jest wspotczynnikiem
proporcjonalnosci. Uzupelniony model przedstawia ponizszy uktad rownan
ro6zniczkowych (4.41), (4.42) oraz rysunek 4.31.

dP

Y =[y—a-sx)P + 8Q (4.41)
dQ _
aP — 4.42
it BQ (4.42)
> y,(t)
| WL” N 5
| peottonnce | oioione
x(t) /
= 30 E:> y,(t)

Rys. 4.31. Model nowotworu uwzgledniajgcy mozliwos$¢ sterowania

Otrzymany model jest modelem typu 2, a jego eksploatacja wymaga
definiowania przebiegu czasowego sygnatu sterujacego X(t) — jednak wynik jest
wart tego wysitku. Program realizujacy symulacje tego modelu w $rodowisku

Y Przedstawiany w tym skrypcie model chemoterapii neuroblastomy jest

wzorowany na modelu bardziej precyzyjnym, prezentowanym m.in. w

artykule Collins C, Fister K R, Key B, Williams M: ,, Blasting neuroblastoma

using optimal control of chemotherapy Mathematical Biosciences and

Engineering”, Jul; 6(3): 451-67 dostegpnym takze na stronie:
http://www.math.unl.edu/~bdeng1/Teaching/

math943/Student%20L ectures/Molly/BlastingNeuroblastoma.pdf



http://www.math.unl.edu/~bdeng1/Teaching/%20math943/Student%20Lectures/Molly/BlastingNeuroblastoma.pdf
http://www.math.unl.edu/~bdeng1/Teaching/%20math943/Student%20Lectures/Molly/BlastingNeuroblastoma.pdf

166

Wprowadzenie do modelowania systemow biologicznych

MATLAB podany jest nizej jako Przyktad 4.8.

Przyktad 4.8 — Model komérek nowotworowych ze sterowaniem

Q

% Ustawienie parametré4w symulacii:

czas = [0,336]; % przedziatl czasu [h] (2 tygodnie)
PO = 2e8; % poczatkowe liczby kombérek P i Q
Q0 = 8e8;

% Symulacja:
[t,S] = oded5(Rrownanie leczonego guza,czas, [P0, Q0]);
% Wyprowadzenie wynikdéw w formie graficznej:
subplot (2,1,1); plot(t,S); % wykres liczebnosci komdrek
title('Symulacja przebiegu leczenia nowotworu'):;
xlabel ('czas [h]");
ylabel ('Liczba komorek guza');
legend ('Komorki proliferujace P', ...
'Komorki uspokojone Q', 'Location', 'Best');
rysuj stezenie(czas); % wykres przebiegu dozowania leku

% W osobnym pliku rownanie leczonego guza.m zapisujemy
ponizsza funkcje

o

function dS_dt = rownanie leczonego guza(t, S),

% Funkcja obliczajaca prawa strona rdéwnania

% rézniczkowego.

% Trzeci element wektora S (jezeli istnieje) jest
% wartoscia wejsciowa - stezeniem leku.

o

Obliczenie dozowania leku w chwili t:

if length(S) == 3, x = S(3);
else x = stezenie leku(t);
end

o)

% Parametry modelu:
alfa = 0.02;
beta = 0.004;
gamma = 0.01;
delta = 0.66;

o\°

stata uspokajania [1/h]

stata powrotu do dzielenia [1/h]
stata wzrostu [1l/h]

wspdiczynnik oddziatywania leku

o oe

o\°

% Roéwnanie rdézniczkowe:

P =S5(1); 0=S(2); % pobranie z wektora

dP dt = (gamma-alfa-delta*x)*P + beta*Q;

dQ dt = alfa*P - beta*Q;

ds dt = [dP dt; dQ dt]; % spakowanie do wektora
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% W osobnym pliku rysuj stezenie.m zapisujemy
% ponizsza funkcje

function rysuj stezenie(czas),

Q

% Funkcja rysujgaca wykres stezenia leku w czasie

t=czas (1) :0.01l:czas (2); % wektor punktdédw czasu
s = zeros(l,length(t)); % miejsce na wielkos$¢ dawki
% Petla wyznaczania przebiegu dozowania:
for i=l:1length(t),
s(i)=stezenie leku(t(i));
end
subplot (2,1,2); plot(t,s); % rysowanie dozowania
xlabel ('czas [h]"); ylabel ('Stezenie TPT');

% W osobnym pliku stezenie leku.m zapisujemy ponizsza
% funkcje

function x = stezenie leku(t),

o)

% Funkcja wyznaczajaca i1los$¢ leku w osoczu w chwili t.

% Przyktadowy przebieg stezenia leku (czas t [h]):
tezenie max = 0.15; % Stezenie maksymalne

Czasy przetaczen dawkowania
ti=24+*1[5,7,12,22,27,29,34,44,49,51,56];
ind=find (ti<t, 1, 'last');

if ind/2-floor (ind/2) > 0, x = 0;

else b4 stezenie max;

end

o° W

Wersja tego programu wyposazona w wygodny i dopracowany graficznie
interfejs uzytkownika dostepna jest na wiadomej stronie internetowej. Widok
ekranu dostgpnego dla uzytkownika przy Kkorzystaniu z tego programu
przedstawiony jest na rysunku 4.32, a przyktadowa ilustracja graficzna dziatania
modelu pokazana jest na wykresach przedstawionych na rysunku 4.33.
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Rys. 4.32. Okno gotowego programu stuzacego do symulacji przebiegu
leczenia guza nowotworowego
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Rys. 4.33. Wynik przyktadowej symulacji przebiegu choroby w okresie
dwoch tygodni (lek podawany w 3-7 i 8-14 dobie)
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4.7.5. Model trzech sprze¢zonych proceséw biologicznych. Sprzezenie
szeregowe i roOwnolegle.

Opisany wyzej model zwalczania choroby nowotworowej przez podawanie
odpowiedniego leku (TPT) w wyniku czego obserwowaliSmy zmienne w czasie
stezenia tego leku X(t) w osoczu mogt sugerowaé, ze aby wyleczy¢ pacjenta
trzeba mu podawac lek jak najczesciej i w jak najwiekszych dawkach. Jest to
niestety obraz wyidealizowany.

Wyzej napisano, ze TPT zaktoca proces replikacji DNA powodujac
obumieranie dzielacej si¢ komorki. Jest to prawda, bo na tym polega wiasnie
dzialanie tego leku. Stosowanie TPT jednak ma takze skutki uboczne bo jego
dziatanie nie jest selektywne. Niszczy zarowno komorki nowotworowe jak i
inne, zdrowe, naturalnie dzielace si¢ komorki organizmu bedace w fazie
replikacji DNA. To uboczne oddziatlywanie najbardziej uderza w komorki 0
krotkiej zywotnosci, a zatem czesto si¢ odnawiajace si¢. Do takich naleza
neutrofile (stanowigce 45-70% biatych krwinek, zyjace tylko ok. 10 godzin).
Nalezy zauwazy¢, ze doprowadzenie do obnizenia ich liczebnosci z normalnego
stanu 1500/pl do poziomu ponizej 500/ul zagraza zyciu pacjenta. Leczenie musi
wigc przebiega¢ w taki sposob, by maksymalnie skutecznie niszczy¢ raka
mozliwie najmniej uszkadzajac przy tym uktad krwiotwdrczy pacjenta. Przy
planowaniu takiego leczenia przydatny moze by¢ model, ktéry sprobujemy teraz
przedstawi¢. Model ten bedzie przy okazji ilustracja opisanej wczesniej
metodyki tworzenia modeli zlozonych systemow poprzez laczenie modeli
elementow sktadowych w uktadzie szeregowym i w uktadzie réwnoleglym.

Rozwazany model ograniczony bedzie do trzech tylko procesow, istotnych
z punktu widzenia prowadzonych tu rozwazan:

e narastania guza nowotworowego (oznaczmy go skrotowo przez G),
e wytwarzania komorek krwi w szpiku kostnym (K),
e transferu (przemieszczania si¢) leku w organizmie (L).

Omoéwmy najpierw ogdlna struktur¢ modelu, przedstawiong na rysunku
4.34.
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Rys. 4.34. Ogolna struktura rozwazanego modelu

Jezeli lek jest podawany dozylnie, to najpierw pojawia si¢ on w osoczu krwi.
Stamtad przenika do innych tkanek, takze do chorych komoérek guza. W istocie
przenikanie leku migdzy tkankami a osoczem ma charakter dwukierunkowy, ale
nie bedziemy tu wnika¢ w szczegodty tego procesu, poprzestajac na stwierdzeniu,
ze osocze jest posrednikiem w transferze leku do guza i innych tkanek. To
,posrednictwo” narzuca szeregowa strukture polaczenia podsystemu L z G i K.
Natomiast uboczne oddziatywanie leku na komoérki krwi i prace ukladu
krwiotworczego ma charakter réwnolegly do jego oddzialywania na guz.
Przenoszone w osoczu TPT ,réwnolegle” dociera do komoérek guza i szpiku,
dlatego méwimy, ze podsystemy K i G sg polaczone rownolegle. Sygnatem
scalajacym te dwa bloki na wejSciu bedzie stezenie leku w osoczu krwi
pojawiajace si¢ na wejsciu obu uktadow. Na wyjsciu te dwa bloki tez sg
zwigzane, chociaz nie pokazano tego na rysunku 4.34, bo sygnaty wyjsciowe
obu blokow skladaja si¢ lacznie na jeden wypadkowy efekt: stan zdrowia
pacjenta.

Proces narastania guza nowotworowego oznaczony na rysunku 4.34
symbolem G zostat opisany i zamodelowany wyzej (Przyktad 4.8).

Procesy zachodzace w uktadzie krwiotworczym oznaczone na rysunku 4.34
symbolem K opiszemy w nastepujacy sposob:

Wyjsciem rozwazanego systemu sg heutrofile — komorki odgrywajace
istotng role¢ w procesach odpornosciowych. To dzigki nim organizm broni si¢
przed chorobami, dlatego liczba tych komorek cyrkulujacych wraz z krwia,
oznaczona dalej jako Ngirc, jest tak waznym parametrem. Neutrofile — podobnie
jak 1 inne komorki krwi — sga wytwarzane w szpiku koSci z komorek



4. Modele wybranych systeméw biologicznych 171

macierzystych. W zdrowym organizmie funkcjonuje system ,,samoregulacji”
(nazywanej czesto homeostaza), dazacy do stabilizacji réznych waznych
zyciowo parametrow chemicznych, fizycznych i biologicznych wnetrza ciala
czlowieka. W odniesieniu do opisywanych tu procesow przejawia si¢ on w tym,
ze gdy liczba neutrofili jest mniejsza od liczby przyjmowanej w rozwazanym
organizmie jako warto$¢ normalna (warto$¢ ta zadawana bedzie w modelu za
pomocag parametru Ky) — wzrasta szybko$¢ wytwarzania nowych komorek
macierzystych (ich liczb¢ oznaczymy Np) i réznicowania zawiazkow nowych
komorek wiasnie w kierunku neutrofili. | odwrotnie — gdy liczba neutrofili jest
za duza, to tempo odpowiednich przemian maleje. Dziala tu wiec swoiste
sprzezenie zwrotne, wigzace tempo wytwarzana w szpiku kostnym komorek
macierzystych dajacych poczatek procesowi tworzenia neutrofili — z liczbg tych
ostatnich Njrc aktualnie zawieszonych w osoczu krwi i kragzacych wraz z nim
W catym organizmie. Jednak modelowaniem sprz¢zenia zwrotnego w systemach
biologicznych zajmiemy si¢ (na innym przykladzie) w nastepnym rozdziale,
wigc tu na odpowiednim schemacie (Rys. 4.35) obecno$¢ tego sprzgzenia
zwrotnego bedzie jedynie zasygnalizowana linig przerywana.

Wzrost liczy proliferujacych komoérek macierzystych Np nie przektada si¢ od
razu na liczbe krazacych we krwi neutrofili Ncjre. Odpowiednie procesy sg dos¢
ztozone. Zawiazek okreslonego rodzaju komorki wytworzony z komorek
macierzystych przechodzi kilka faz zanim stanie si¢ dojrzala komorka.
W przypadku linii neutrofili tymi fazami posrednimi sg mielocyty (ich liczbe
oznaczymy Ng1) metamielocyty (ich liczbe oznaczymy Ngz) oraz neutrofile
paleczkowate (ich liczbe oznaczymy Ngs). Proces przeksztalcania si¢ jednej
postaci komorki w kolejng nie jest natychmiastowy. Bedziemy zaktadali, ze
kazdg z tych faz opisywac bedzie kolejne liniowe réwnanie rdézniczkowe, ale dla
uproszczenie przyjmiemy, ze szybko$¢ odpowiednich procesow jest w kazdym
Z etapOw zwiazana z tym samym wspolczynnikiem oznaczonym Kpp. Jak wida¢
proces dziatania systemu regulacji liczby komodrek krwi jest roztozony w czasie
i ma swoja dynamike.

Szpik kostny Osocze

Komoérki
proliferujace
i nie-

Dojrzale
neutrofile

y

Rys. 4.35. Schemat produkcji neutrofili

Te dwa zjawiska — etapowego charakteru tworzenia dojrzatych komorek
oraz stabilizacji ich liczby ilustruje w uproszczeniu schemat przedstawiony na
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rysunku 4.35. Na rysunku tym obok sygnatow Np , Ng1, Na2 , Naz, Neirc
reprezentujacych odpowiednie liczby rozwazanych komoérek w poszczegdlnych
fazach cyklu rozwojowego — zaznaczono takze parametry Kin , Km , Kpp, Kout
determinujace ten proces. Parametry te mozna zmienia¢ w trakcie eksploatacji
modelu obserwujac ich wptyw na badane zjawisko.

llosciowe zalezno$ci szybkosci tworzenia komorek wytwarzanych na
podstawie komoérek macierzystych od liczebnosci neutrofili krazacych we
mozna zapisa¢ w postaci rownania rozniczkowego:

dN K
P=|k, —m™——k [N 4.43
dt [ in Km + Ncirc bpj p ( )

Natomiast proces dojrzewania komorek macierzystych w kolejnych stadiach
formowania si¢ neutrofili mozna zapisa¢ w postaci zespolu réwnan
r6zniczkowych:

dN,,
dt - ka(Np - Ndl)
dN
dtdz = kbp(Ndl - NdZ)
dN (4.44)
dtd3 = kbp( a2~ Nd3)
dN,
d;lrc = kprd3 - kouthirc

gdzie:

e N, - liczba (stgzenie) komorek proliferujacych oraz w fazie
réznicowania (w tym: mieloblasty i promielocyty),

e Ny, Ny, Ny - liczby zawigzkow neutrofili w  fazach
»przejsciowych” — (mielocyty i metamielocyty obojetnochtonne oraz
neutrofile pateczkowate),

e N, -liczba dojrzalych neutrofili kragzacych w krwi obwodowej,

e K, - wspotczynnik szybkosci wytwarzania komoérek macierzystych

i roznicowania ich w kierunku neutrofili,

o kbp - wspotczynnik szybko$ci przeksztalcania si¢ zawigzkow z jednej

fazy w kolejna,
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e K, - wspotczynnik szybkosci naturalnego obumierania neutrofili,

o K, - parametr ,,polowicznego nasycenia” okreslajacy ustalony poziom

liczby neutrofili.

Jest to — jak wida¢ - model ze sprzezeniem zwrotnym stabilizujgcym liczbe
neutrofili w krwi. W réwnaniu (4.43) mozna dostrzec zalezno$¢ tempa
wytwarzania nowych komorek proliferujacych od liczby neutrofili w krwi. Gdy
zmniejsza si¢ liczba neutrofili Ngjrc, to wzrasta szybko$¢ wytwarzania komorek
macierzystych Ny iroznicowania ich w kierunku neutrofili — i odwrotnie.

Opisany wyzej model odpowiadat sytuacji funkcjonowania uktadu
krwiotworczego osoby calkowicie zdrowej. Niestety ten doskonaly system
biologiczny zostaje brutalnie zakloécony gdy — w celu walki z rakiem —
pacjentowi podamy wzmiankowany wyzej lek zwany TPT. W trakcie takiej
chemoterapii naturalny proces tworzenia nowych komoérek krwi — w tym takze
neutrofili — jest hamowany obecno$cig TPT. Zjawisko to uwzglednia si¢
w modelu wprowadzajac do réwnania (4.43) dodatkowy czynnik w postaci
prostej funkcji wymiernej. Zmodyfikowane roéwnanie przyjmuje postaé

dN K IC
? :(kin m Ky, [N, (4.45)
dt K., + Ny 1C, +X(t)
gdzie:
o [ICsy - parametr charakteryzujacy wrazliwo$¢  mechanizmu

krwiotworczego na zmiany stezenia TPT we krwi

e X(t) - zmiany stezenia we krwi TPT wywotane jego podawaniem

pacjentowi w celach leczniczych.

Jak tatwo wywnioskowac ze wzoru (4.45) powickszanie st¢zenia TPT w
0soczu - reprezentowanego w modelu (dodatnimi) warto$ciami funkcji x(t) -
powoduje zmniejszenie tempa wytwarzania nowych komorek, a co za tym idzie
— zmniejszanie si¢ liczby neutrofili. Oznacza to, ze leczac raka za pomoca leku
TPT — jednoczesnie ostabiamy system odporno$ciowy pacjenta, co moze go
naraza¢ na niebezpieczenstwo chorob zakaznych. Dlatego model, ktory tu
omawiamy, ma znaczenie nie tylko jako przyktad zastosowania technik
modelowania i symulacji komputerowej, ale moze (po zidentyfikowaniu jego
parametréw u konkretnego pacjenta) by¢ wykorzystywany do optymalizacji
terapii raka — wsensie maksymalizacji efektu terapeutycznego przy
rownoczesnej minimalizacji szkodliwych skutkéw ubocznych zwigzanych z
systemem krwiotworczych. Zapisanie modelu w MATLABie wymaga
utworzenia funkcji, w ktorej zapisane sa rownania rézniczkowe modelu.
Elementy odpowiedniego programu przedstawione sg w przyktadzie 4.9.

Prezentowany model mozna zastosowa¢ do symulacji zmian liczebnoS$ci
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takze innych komorek krwi (w pierwszej kolejnosci — ptytek krwi, ktorych
niedomiar jest kolejnym zagrozeniem dla zycia). Jedyna modyfikacja bylaby
zmiana wartosci parametrow modelu.

W dotychczas omawianych modelach jedng z wielko$ci wejsciowych byto
stezenie TPT w osoczu krwi. Granica miedzy modelowanym obiektem (guzem,
szpikiem kostnym) a jego otoczeniem byl uklad krwiono$ny pacjenta. Bardziej
uzyteczny bedzie model, w ktorym ta granica nie bedzie prowadzona wewnatrz
cztowieka lecz poza jego cialem. Wymaga to uwzglednienia w modelu
pozostatych tkanek i narzadéw. Ta cze$¢ organizmu moze mie¢ bowiem istotne
znaczenie dla procesu rozprowadzania leku w organizmie.

Przyktad 4.9 — Model wytwarzania neutrofili

[}

% Ustawienie parametrdéw symulacii:

[}

czas = [0,336]; % przedzial czasu [h] (2 tygodnie)
% Poczatkowa liczebnos$é¢ komdrek:
Np0=2000; Nd10=2300; Nd20=2400; Nd30=2100;

Ncirc0=1500;

% Symulacja:
NO = [NpO; Nd10; Nd20; Nd30; NcircO]; % stan poczatkowy
[t,N] = oded5 (Rrownanie ukladu krwiotworczego,czas,NO);

[}

% Wyprowadzenie wynikédw w formie graficznej:

subplot(2,1,1), plot(t,N(:,5)); % wykres liczebnosci

title(['Symulacja pracy ukladu krwiotworczego w'...
'obecnosci TPT']);

xlabel ('czas [h]");

ylabel ('Liczba neutrofili w krwi {\itNi{circ}}');

)

rysuj stezenie(czas); % wykres przebiegu dozowania leku

o

Uzywane tu funkcje dozowanie leku oraz
% rysuj dozowanie sg przedstawione w przyktadzie 4.8
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o°

W osobnym pliku rownanie ukladu kriotworczego.m
zapisujemy ponizsza funkcje

o\°

function dN dt = rownanie ukladu krwiotworczego (t,N),
Funkcja obliczajaca prawa strone réown. rdzniczkowego
6. element wektora N (jezeli istnieje) jest
wartoscia wejsciowa - stezeniem leku.

o o°

o\©

% Obliczenie dozowania leku w chwili t:

if length(N) == 6, x = N(0);
else x = stezenie leku(t);
end

[}

% Parametry modelu:

kin = 0.09; % tempo produkcji kombérek macierzystych

% [1/h]
Km = 3000; % parametr "polowy nasycenia" Ncirc [1/ul]
IC50 = 1.5; % parametr "polowy nasycenia" TPT [ng/ul]
kbp = 0.07; % tempo rdznicowania [1/h]

kout = 0.1;

o°

tempo naturalnego obumierania neutrofili
[1/h]

o°

o)

% Rownania rdézniczkowe:

Np = N(1); Ndl = N(2); Nd2=N(3); Nd3=N(4); Ncirc=N(5);
%pobranie z wektora

dNp dt = (kin*Km/ (Km+Ncirc)*IC50/ (IC50+x))*Np - kbp*Np;
dNd1l dt = kbp* (Np-Ndl);

dNd2 dt kbp* (Nd1-Nd2) ;

dNd3 dt = kbp* (Nd2-Nd3) ;

dNcirc dt = kbp*Nd3 - kout*Ncirc;

dN dt = [dNp dt; dNdl dt; dNd2 dt; dNd3 dt; dNcirc dt];

Najbardziej uproszczony model — w farmakokinetyce nazywany
jednokompartmentowym — zaktada, ze szybkos¢ wchtaniania, metabolizmu
i wydalania leku jest wprost proporcjonalna do jego stezenia w kompartmencie
(tkance), w ktorym zachodzi dany proces. W naszym przypadku, gdy
rozwazamy tylko jeden sposob podawania leku — poprzez iniekcje dozylng -
tkankg tg jest osocze krwi. Modelem matematycznym wigzgcym uzywany
wczesniej przebieg stezenia leku TPT w osoczu krwi X(t) z zewngtrznymi
dostawami (iniekcjami) tego leku x,(t) jest proste rownanie rézniczkowe

dx
2ok t 4.46
ot o X+ X, (t) (4.46)

gdzie:

e K, - wspotczynnik szybkosci naturalnego zanikania TPT w osoczu,
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e X,(t) - ilos¢ podawanego TPT na jednostke czasu.

Zapisanie takiego modelu w MATLABie zapewne nie bedzie dla Czytelnika
duza trudno$cia wiec nie podamy tu gotowego rozwigzania, proponujac
zapisanie i przetestowanie tego modelu jako pozyteczne ¢wiczenie.

W praktyce czgsciej jest stosowany model dwukompartmentowy. Wyrdznia
si¢ w nim kompartment centralny — 0socze krwi oraz kompartment obwodowy.
Ten ostatni obejmuje wszystkie tkanki, do ktérych czasteczki leku moga wnikaé
(i z niego powracac) poprzez osocze krwi. W ten sposoéb uwzglednia si¢ procesy
przenikania leku pomigdzy tkankami, co zbliza model do rzeczywistych zjawisk
w organizmie. Model matematyczny dwukompartmentowy zwigzany
z przekazywaniem podawanego z zewnatrz leku TPT do tkanek zapiszemy
rOwnaniami:

dx

- ke, +kgy )X+ Koox, + X, (1) (4.47)

dx

d_tp =Kgp X =KX, (4.48)
gdzie:
e X - stezenie TPT w strefie centralnej — osoczu (ten sygnal byt

uwzgledniany we wczesniejszych modelach),
e X, -stezenie TPT w strefie peryferyjnej,

o X,(t) - dozowanie - ilos¢ podawanego z zewnatrz TPT na jednostke
Czasu,

o Kgp - wspolczynnik szybko$ci przenikania TPT z strefy centralnej do

peryferyjnej,

e Ky - wspolezynnik szybkos$ci przenikania TPT z strefy peryferyjnej do
centralnej.
Opisany wyzej model mozemy teraz zapisat w MATLABie w postaci
podanej w Przyktadzie 4.10.
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Przyktad 4.10 — Model transferu TPT

Q

% Ustawienie parametré4w symulacii:
czas = [0,336]; % przedziat czasu [h] (2 tygodnie)
x0=0; xp0=0; % poczatkowe stezenia TPT:

% Symulacja:
[t,X] = odelb5s(@rownanie transferu TPT,czas, [x0; xp0]);

Q

% Wyprowadzenie wynikéw w formie graficznei:

subplot (2,1,1), plot (t,X(:,1),'d",t,X(:,2),'x");
title('Symulacja transferu leku TPT');

xlabel ('czas [h]");

ylabel ('Stezenia leku w osoczu');

legend (' {\itx(t)}"',"'{\itx p(t)}', 'Location', 'Best');
rysuj dozowanie (czas); % wykres przebiegu dozowania

% leku

% W osobnym pliku rownanie transferu TPT.m
zapisujemy ponizsza funkcje

o°

function dX dt = rownanie transferu TPT(t,X),
% Funkcja obliczajaca prawa strone rdéwn.rdzniczkowego

% Parametry modelu:
ke = 0.8; % wsp. naturalnego zaniku TPT w osoczu [1/h]

kcp = 0.26; % wsp. przenikania TPT z strefy centralnej
% do peryferyjnej [1/h]

kpc = 0.27; % wsp. przenikania TPT z strefy
% peryferyjnej do centralnej [1/h]

xz = dozowanie leku(t);% wyznaczenie dozowania w chwili t

x = X(1); xp = X(2); % pobranie z wektora

% rownania roézniczkowe

dx dt = -(ke+kcp)*x + kpc*xp + xz;

dxp dt = kcp*x - kpc*xp;

dX dt = [dx dt;dxp dt]; % spakowanie do wektora
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% W osobnym pliku dozowanie leku.m
% zapisujemy ponizsza funkcje

function xz = dozowanie leku(t),

Funkcja wyznaczajaca wielkos$¢ podawane] dawki leku
w chwili t

3 cykle po: (5 dni TPT, 2 dni odpoczynku, 5 dni TPT,
10 dni odpoczynku)

o° o° oP

o\

xz max = 0.12;

% Czasy przetaczen dawkowania

ti=24*[5, 7, 12, 22, 27, 29, 34, 44, 49, 51, 56, 100];
ind=find (ti<t, 1, "last');

if ind/2-floor (ind/2) > 0, xz = 0;

else XZ = Xz max;

end

% W osobnym pliku rysuj dozowanie.m
zapisujemy ponizszg funkcje

o°

function rysuj dozowanie(czas),

)

% Funkcja rysujaca wykres dozowania leku w czasie

T = czas(1l):0.01l:czas(2); % wektor punktdéw czasu
TPT= zeros(l,length(t)); % miejsce na wielkos$¢ dawki
% Petla wyznaczania przebiegu dozowania:
for i=l:length(t),
TPT (1) = dozowanie leku(t(i));
end
subplot (2,1,2); plot(t,TPT); % rysowanie dozowania
xlabel ('czas [h]"); ylabel ('Dozowanie TPT');

Ogo6lny schemat modelu laczacego wszystkie wymienione wyzej elementy

przedstawia rysunek 4.36.
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Rys. 4.36. Model chemoterapii na wyzszym poziomie hierarchii

Przyktad 4.11 — Cato§ciowy model chemoterapii

o)

% Ustawienie parametrdé4w symulacii:

czas = [0,1464]; % przedzial czasu [h] (61 dni)
% Stan poczatkowy:

PO = 2e8; Q0 = 8e8; % liczba komdbérek guza

% Liczby krwinek
Np0=2000; Nd10=2300; Nd20=2400; Nd30=2100; Ncirc0=1500;

)

x0=0; xp0=0; $ stezenia TPT

y
= [PO; QO0; NpO; Nd10; Nd20; Nd30; NcircO; x0; xpO];
S] = ode45(@rownania modelu chemoterapii,czas,S0);

o)

% Rysowanie wykresow:

subplot (3,1,1), plot(t,S(:,8:9));

ylabel ('Stezenie TPT');

title('Symulacja calosciowego modelu chemoterapii');
subplot (3,1,2), plot(t,S(:,1:2));

ylabel ('Liczebnosc komorek guza');

subplot(3,1,3), plot(t,S(:,5));

ylabel ('Liczba neutrofili');

xlabel ('czas [h]");
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o°

W osobnym pliku rédwnania modelu chemoterapii.m
zapisujemy ponizsza funkcje

o\°

function dS _dt = rownania modelu chemoterapii (t,S),
Funkcja obliczajaca prawa strone roéown. rdzniczkowych
% korzystajaca z wczesniej zdefiniowanych podsysteméw

o°

Q

% RéOwnania podsystemdbdw:

dX dt = rownanie transferu TPT(t,S(8:9));

stezenie TPT w _osoczu = S(8);

dPQ dt = rownanie leczonego_guza (t, ...
[S(1:2);stezenie TPT w osoczu]);

dN _dt = rownanie ukladu krwiotworczego(t, ...
[S(3:7);stezenie TPT w osoczul);

% Wstawienie wyniku do wektora wyjsciowego:
ds dt = [dPQ dt; dN dt; dX dt];

Modutowa budowa modelu utatwia jego modyfikacje. Mozna np.:

e dla kontroli liczby plytek krwi — rozbudowaé model ,system
krwiotworczy”  rownolegly  blok  reprezentujacy  wytwarzanie
trombocytow, rdzniacy si¢ od opisanego jedynie warto$ciami stalych
parametrow,

e w przypadku podawania leku inng droga — wymieni¢ blok modelu
transferu leku,

e w przypadku wspomagania terapii podawaniem glikoproteiny® - doda¢
drugi sygnat wejsciowy, analogiczny blok transferu leku oraz

zmodyfikowa¢ model systemu krwiotworczego.

Model pozwala przeprowadza¢ symulacje przebiegu choroby przy réznych

strategiach dozowania leku reprezentowanych funkcja x,(t). Pozwala to ocenia¢
postepy kuracji oraz weryfikowa¢, czy rozwazana strategia nie prowadzi do
przekroczenia zadanych ograniczen, np. maksymalnego stezenia leku oraz
minimalnego poziomu neutrofili i trombocytow.

Przyktadowy wynik symulacji uzyskanej z pomoca omawianego wyzej

modelu (ale w wersji wyposazonej w dobre interfejsy graficzne, dostepnej na
stronie internetowej www.Tadeusiewicz.pl ) przedstawiono na rysunku 4.37.

% Glikoproteina jest biatkiem, ktére powoduje m.in. przyspieszenie procesu
wytwarzania w szpiku komorek krwi.
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Rys. 4.37. Przyktadowy wynik symulacji przebiegu leczenia w trzech
cyklach

Warto zaznaczy¢, ze modele na prezentowanym w tym rozdziale poziomie
doktadnos$ci odwzorowania rzeczywistych procesow sa stosowane w praktyce do
wyznaczania optymalnego dozowania TPT, indywidualnie dla kazdego
pacjenta’’.

4.7.6. Model systemu ze sprzezeniem zwrotnym na przykladzie
zaleznosci glukoza - insulina

Kolejnym modelem dynamicznym typu 2 moze by¢ model metabolizmu
weglowodandw prognozujacy stezenie cukru we krwi. Model ten wnosi do
prezentowanych tu rozwazan nowg jako$¢, poniewaz pokazuje przyktad
modelowania dwoch wspotzaleznych procesow biologicznych formujacych
typowy uktad ze sprz¢zeniem zwrotnym. W systemie tym okresla¢ bedziemy
zmienno$¢ stgzenia glukozy we krwi (oznaczong jako y;) oraz zmiennos¢ ilosci
insuliny we krwi (oznaczong jako Y,). Zaréwno glukoza jak i insulina ulegaja
W organizmie zuzyciu, co bgdag opisywaty odpowiednie rownania rozniczkowe,
a takze sg dostarczane z zewnatrz w postaci pozywienia X; bedacego zrodiem

! Wartosci parametréow wystepujacych w modelu mozna znalezé np. we
wspomnianym wczesniej artykule Collins C, Fister K R, Key B, Williams M:
., Blasting  neuroblastoma  using optimal control  of chemotherapy
Mathematical Biosciences and Engineering”.
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glukozy jak i w postaci zastrzykow insuliny X,, ktére uzupelniaja jej zapas
W organizmie. Oczywiscie wszystkie wymienione wyzej sygnaty sg funkcjami
czasu, to znaczy mamy do czynienia z czterema przebiegami majacymi swoja
reprezentacj¢ w czasie: Xi(t), Xo(t), yi(t), ya(t), przy czym dwa z nich mozna
traktowac jako wejsciowe ( X1(t) i X(t) ), a dwa jako wyjsciowe ( y1(t) i ya(t) ).
Nowoscia, ktora ten model wnosi do prowadzonych tu rozwazan jest fakt, ze
wielkosci wyjsciowe oddziatywajg na siebie wzajemnie. Zmiany ilosci insuliny
yi(t) wptywaja na zmiany poziomu glukozy Y,(t), a zmiany poziomu glukozy
y1(t) wywoluja zmiany iloéci produkowanej (w trzustce) insuliny yy(t). Hustruje

to rysunek 4.38.
Jr— ——
y,(t)

Metabolizm
glukozy

x;(t)

Wydzielanie

insuliny v.(8)
1

Rys. 4.38. Model dynamiki i wzajemnego oddziatywania glukozy i insuliny

Zamodelowanie proceséw zachodzacych w tym systemie pozwoli zrozumieé
zalezno$ci migdzy stezeniem glukozy i ilo$cig insuliny we krwi a takze unaoczni
roéznice pomigdzy osobami zdrowymi, a pacjentami chorymi na cukrzycg. Model
ten moze mie¢ takze zastosowania praktyczne, poniewaz pozwala okresli¢
parametry terapii cukrzycy (m. in. dawki insuliny, czas ich podawania). Majac
do dyspozycji taki model mozna zaprojektowal tez urzadzenia dozujace
insuling. Model glukoza — insulina jest bardzo istotny w przypadku chorych na
cukrzyce, u ktorych warto$ci insuliny i glukozy muszg podlegaé stalej
obserwacji.

Najpierw przypomnijmy Kilka faktow biologicznych, na ktoérych oprzemy
potem konstrukcje modelu.

Podstawowym materialem energetycznym dla czlowieka sa weglowodany
pozyskiwane z owocow, warzyw i produktow zbozowych. Aby weglowodany,
pobrane wraz z pozywieniem, mogly zosta¢ uzyte przez ludzkie komorki musza
ulec roztozeniu na cukry proste: glukoze, fruktoze i galaktoze. Glukoza przenika
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do krwi i jest rozprowadzana po calym organizmie. Zadaniem insuliny jest
aktywowanie procesu prowadzacego do przej$cia glukozy przez naczynia
krwionosne do komorek. Insulina jest hormonem wytwarzanym przez trzustke
i zapewnia zwigkszenie transportu glukozy do komorek, co obniza poziom cukru
we krwi. Niedobdr lub nieprawidtowe dzialanie insuliny, czego skutkiem jest
hiperglikemia, jest gtdéwna przyczyna cukrzycy.

Ze wzgledu na zrodto choroby wyrdzniamy dwa rodzaje cukrzycy: typu I
oraz typu II. Cukrzyca typu II jest choroba cywilizacyjng, na ktorg cierpig
przede wszystkim osoby starsze i otyle. Charakteryzuje si¢ oporno$cig na
insuling. Cukrzyca typu I, czyli insulinoniezalezna, nie wymaga zewnetrznego
podawania insuliny, lecz lekow zmniejszajacych opornos¢. Cukrzyca typu I,
zwana cukrzyca insulinozalezna, wywotana jest uszkodzeniem trzustki
i charakteryzuje si¢ zmniejszong ilo$cia produkcji insuliny. Osoby cierpiace na
cukrzyce typu I musza zewnetrznie aplikowac insuling lub stosowaé pompy
insulinowe tzw. sztuczne trzustki.

Analizujac powyzsze rozwazania mozna wyr6zni¢ trzy przypadki modelu:
osoba zdrowa, pacjent cierpigcy na cukrzyce typu I oraz pacjent z cukrzyce typu
II. Wszystkie te przypadki mozemy zamodelowaé przy pomocy jednego opisu
matematycznego z odpowiednim ustawieniem parametrow”".

Najwazniejszymi sktadnikami naszego modelu sa sygnaty yi(t) oraz ya(t)
przedstawiajagce zawarto$¢ odpowiednio glukozy oraz insuliny we krwi. Jak
wida¢ oba te sygnaly sg zmienne w czasie. Glownym zadaniem uktadu glukoza-
insulina jest zachowanie homeostazy w organizmie, co oznacza utrzymanie
glukozy na stalym poziomie M, charakterystycznym dla kazdego cztowieka,

m . . .
rownym ok. 100 {d_lg} W stanie rownowagi, gdy yi;=M, wystepuje brak

insuliny we krwi, czyli y,=0. Taka sytuacja jest zauwazana podczas dlugiego
braku spozywania positku, gtodu, czy podczas badania na czczo.

Rownanie opisujace poziom glukozy we krwi przedstawione jest przy
pomocy roéwnania rozniczkowego. Zalezne jest zarowno od iloSci spozytego
pokarmu, wartosci insuliny we krwi jak i parametrow charakterystycznych dla
danego przypadku. Wariant gorny przedstawia sytuacj¢ po spozyciu positku,
kiedy y;(t )> M, zas$ wariant dolny sytuacje rownowagi (4.49).

%:{ —ayy, +hx day,®>M 49
dt  [—ayy,+a,(M-y)+bx day()<M

Roéwnanie dolne przedstawia takze sytuacje, gdy wartos¢ y; spadnie ponizej
stanu rownowagi M. Wtedy cukier wytwarzany jest przez watrobe w ilosci
proporcjonalnej do M —y, .

?2 Model ten oparty zostal na ksigzce Stanistawa Osowskiego zatytutowanej:
»~Modelowanie uktadow dynamicznych”, (Oficyna Wydawnicza Politechniki
Warszawskiej, Warszawa, 1997).
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Proces utylizacji glukozy polega na tym, ze jej zawarto§¢ w osoczu krwi
maleje, w zwiazku z tym odpowiedni sktadnik poprzedzony jest znakiem minus
i jest proporcjonalny do iloczynu y; Yy,. Sygnal wejsciowy X; jest miarg
spozytego jedzenia, a przenikanie glukozy do krwi zmienia si¢ wyktadniczo
(4.50). Parametry: a;, a,, b; sa charakterystyczne dla danego przypadku, a ich
wartos$ci przedstawia tabela 4.2.

X(t)=Re - (4.50)

Kolejnym bardzo waznym rownaniem jest zalezno$¢ opisujaca dynamiczne
zmiany insuliny we krwi. Podobnie jak przy glukozie, zalezno$¢ ta jest
opisywana przy pomocy roéwnania rozniczkowego. U zdrowego czlowieka
insulina jest wytwarzana, gdy vy, (t) > M, czyli kiedy poziom cukru przekroczy
poziom homeostazy. Insulina jest wytwarzana tak dlugo, az zostanie osiggniety
poziom rownowagi. Roéwnanie przedstawiajace charakterystyke insuliny
przedstawia wzor (4.51).

%:{_aa()ﬁ_'vl)_auyz"'bzxz dlay,(t)>M (4.51)

dt —-a,Y, +b,Xx, dlay,(t)<M

Roéwnanie goérne przedstawia sytuacje, kiedy mamy nadmiar glukozy we
krwi. Wtedy wytwarzana jest insulina proporcjonalna do y, —M . Czton ujemny

podobnie jak przy glukozie przedstawia proces utylizacji insuliny. Parametr X,
jest miarg insuliny dawkowanej zewngtrznie i w przypadku zaréwno osob
zdrowych jak i pacjentow z cukrzyca typu II wynosi zero. W przypadku
pacjentow z cukrzyca typu I konieczne jest podanie insuliny i wzor 4.52 opisuje
przenikanie jej do krwi.
)
X,{t)=Re (4.52)
Parametry: as, a4, b, sa charakterystyczne dla danego przypadku, a ich
warto$ci przedstawia tabela 4.2.
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Tabela 4.2 Przedstawienie parametrow symulacyjnych dla przypadkow:
osoba zdrowa, cukrzyca typu I, cukrzyca typu Il

Parametry | Osoba zdrowa Cukrzyca typu | Cukrzyca typu 11
a; 0.05 0.05 0.0001
a 1 1 1
a3 0.5 0 0.5
a 2 2 2
b, 1 1 1
b, 1 1 1

Wykresy na rysunkach 4.39 - 4.42 przedstawiaja wyniki symulacji

zachowania si¢ glukozy jak i insuliny po spozyciu positku.

U osoby zdrowej (Rys. 4.39) warto$¢ insuliny gwattownie rosnie przy

wzroscie glukozy. Uktad szybko powraca do rownowagi.
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. Symulacja krzywych zmian glukozy i insuliny po spozyciu
positku dla osoby zdrowej

Rysunek 4.40 przedstawia reakcje pacjenta cierpigcego na cukrzyce typu 11
po spozyciu positku. Zauwazalne jest zaburzenie dziatania jak i wydzielania

insuliny. Uktad duzo pdzniej powraca do rownowagi.
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Rys. 4.40. Symulacja krzywych zmian glukozy i insuliny po spozyciu positku
dla osoby chorej na cukrzyce typu II

Kolejny rysunek (Rys. 4.41) przedstawia krzywa zmian dla pacjenta chorego
na cukrzyce typu . Wykres przedstawia sytuacje patologiczna, poniewaz przy
znacznym wzroscie wartosci glukozy, warto$¢ insuliny jest w ogole nieobecna
lub o bardzo matym stgzeniu. Uktad nie jest w stanie powrédci¢ do stanu
rownowagi. Taka sytuacja jest bardzo niebezpieczna dla pacjenta, dlatego
konieczne jest zewngtrzne podanie dawki insuliny.

Rysunek (Rys. 4.42) przedstawia sytuacje kiedy stan poczatkowy jest
podwyzszony i nastgpuje wstrzyknigcie zewngetrznej dawki insuliny. Powoduje
to chwilowy wzrost stezenia insuliny i powr6t uktadu do rownowagi.
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Rys. 4.41. Symulacja krzywych zmian glukozy i insuliny po spozyciu
positku dla pacjenta chorego na cukrzyce typu | bez zewngtrznego podawania

insuliny
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Rys. 4.42. Symulacja krzywych zmian glukozy i insuliny po spozyciu
positku dla pacjenta chorego na cukrzycg typu I wraz z zewnetrznym

podawaniem insuliny
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4.7.7. Symulacja zaleznosci glukoza - insulina

W poprzednim podrozdziale zostal oméwiony model matematyczny uktadu
glukoza - insulina. Model ten, cho¢ jest uproszczony, pozwala na prowadzenie
analiz i moze zosta¢ wykorzystany w dydaktyce. W celu udostgpnienia tego
modelu Czytelnikom opracowano stosowne programy w MATLABIe
i przedstawiono je nizej w formie uproszczonej (Przyktad 4.12, Przyktad 4.13
i Przyktad 4.14) oraz — jak zawsze — w formie pelnej na stronie
www. Tadeusiewicz.pl .

Dla rozwigzania rownania rézniczkowego zwyczajnego pierwszego rzedu
skorzystano z funkcji odel5s, ktora jest implementacjg tak zwanych metod
numerycznego catkowania réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Formula
rozwigzywania funkcji jest nastepujaca:

[t, dane] = odelb5s (Quchwyt do funkcji, czas,
warunek poczatkowy, opcjonalne opcje);

Przyktadowe wywotanie funkcji:

Przyktad 4.12 — Przykladowe wywolanie funkcji:
% Symulacja dla czlowieka zdrowego po spozyciu positku
[tl, dane] = odelbs(@symulacja, [0 t s], x1);

Program modelu glukoza — insulina dzielimy na dwie czgsci: skrypt —
stuzacy do ustawiania parametrow, wywotywania funkcji oraz rysowania
wykresow; funkcje — definiujaca sposob rozwigzania rownania rézniczkowego.

Przyktad 4.13 przedstawia funkcje o nazwie symulacja, ktora jako dane
wejsciowe przyjmuje przedzial czasowy oraz parametry dla danego przypadku
symulaciji.

Przyktad 4.13 — Funkcja modelu

function dane = symulacja(t, x)

o©

Parametry symulacji
Stezenie glukozy [mg/dl]
= x(1,1);

Stezenie insuliny [mg/dl]
= x(2,1);

Parametry

al = x(3,1);

a3 = x(4,1);

in x(5,1);

M = 100; % Stan rdwnowagi

o\°

o° @

=

o©
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% Pozywienie przenikajace do krwi po spozyciu positku
(1

if (in == 0)

g p =50 * exp(-t/(0.6));
else

g_p=0;

end

% Przenikanie zewnetrznie podanej dawki insuliny
~z = in* 30 * exp(-t/(0.3));

-

% Zmiana zawartos$ci glukozy

if (G < M)

dG dt = -al*G*I+1* (M-G)+1*g p;
else

dG dt = -al*G*I+1*g p;
end

$Zmiana zawartosci insuliny

if (G >= M)

dI_dt = a3*(G-M)-2*I+i z;
else

dI_dt = -2*I+i z;
end

o

Obliczone wartosci

Wartosci prawe]j strony rdéwnan rdézniczkowych

réwne pochodnym G i I po czasie. Zera na pozycjach
3-5 wskazuja, ze wartosci parametrdédw al, a3 1 in sa
state.

dane = [dG dt; dI dt; 0; 0; 0];

o oo oP

o\°

Powyzszy kod funkcji zapisujemy w pliku symulacja.m. Skrypt, ktory
umozliwia odpowiednie wywotanie funkcji dla wszystkich przypadkow
opisanych w poprzednim rozdziale przedstawia przyktad 4.14.

Przyktad 4.14 — Parametry modelu, wywotanie funkcji modelu:

% Warunki poczatkowe - stan rdéwnowagi
= 100 % Wartos$¢ stezenia glukozy [mg/dl]
= 0; % Wartos¢ insuliny

H @

0
0

o\°

Wektor danych poczgtkowych glukozy i insuliny oraz
parametrow

Parametry: al, a3, podanie dawki insuliny

(0O-nie, 1-tak)

o oe

o

o©

Parametry dla osoby zdrowe]
xl1 = [G 0; I 0; 0.05; 0.5; 0];
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% Parametry dla osoby chorej - cukrzyca typu II
x2 = [G_0; I 0; 0.001; 0.5; 0];

oo

Parametry dla osoby chorej - cukrzyca typu I,
% bez podania insuliny
x3 = [G_0; I 0; 0.05; 0; 017

oe

Parametry dla osoby chorej-cukrzyca typu I z podaniem
% insuliny
x4 = [130; 0; 0.05; 0; 11;

% Czas symulacji [h]

t s = 6;
% Symulacja dla czlowieka zdrowego po spozyciu positku
[tl, dane] = odel5s(@symulacja, [0 t s], x1);

% Wyodrebnienie wartosci glukozy oraz insuliny
1l = dane(:,1);
1l = dane(:,2);

H

% Symulacja cukrzycy typu II

[t2,dane] = odelbs(@symulacja, [0 t s], x2);

% Wyodrebnienie wartos$ci glukozy oraz insuliny
G2 = dane(:,1);

12 dane (:,2);

% Symulacja cukrzycy typu I bez podania insuliny
[t3,dane] = odelbs(@symulacja, [0 t s], x3);

% Wyodrebnienie wartos$ci glukozy oraz insuliny
G3 = dane(:,1);
I3 = dane(:,2);

% Czas symulacji [h]
s = 10;

o

% Symulacja cukrzycy typu I z podaniem insuliny
[t4,dane] = odelbs(@symulacja, [0 t s], x4);

% Wyodrebnienie wartosci glukozy oraz insuliny
G4 = dane(:,1);
I4 = dane(:,2);

Nastepnie prezentujemy otrzymane wyniki przy pomocy wykresow. Dla
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symulacji osoby zdrowej kod wykresu wyglada nastepujaco (Przyktad 4.15).

Przyktad 4.15 — Wy$wietlanie wynikow modelu:

figure (1) ;

subplot (2,1,1);

plot (tl,G1l);

title ('Dynamika glukozy');
xlabel ('Czas [h]");

ylabel ('Glukoza [mg/dl]");
subplot (2,1,2);
plot(tl,I1);
title('Dynamika insuliny');
xlabel ('Czas [h]");

ylabel ("Insulina [mU/ml]");

Podobnie postepujemy w pozostatych przypadkach i cato$¢ skryptu

zapisujemy w pliku.

Na stronie www.Tadeusiewicz.pl dostgpna jest rozszerzona wersja aplikacji
umozliwiajagca wygodne wprowadzanie parametrow oraz przedstawiajaca

wykresy krzywych zmian glukozy i insuliny we krwi (Rys. 4.43).

Model biocybernetyczny
Zawartos¢ glukozy i insuliny we krwi

Dynamika glukozy

— Wyhdr przypadku

© Osoba zdrowa
© Cukrzyca ll

) Cukrzyca | bez podania insuliny

Glukoza[mg/dl]

© Cukrzyca | 2 podaniem insuliny

— Parametry symulacji————

Podanie insuliny a

SYMULACIA

Insulina[mml]

Rys. 4.43. Okno aplikacji: Model biocybernetyczny — glukoza — insulina

Interfejs uzytkownika zostal podzielony na 3 obszary. Pierwszy obszar

zatytutowany ~ Wybor

przypadku

umozliwia

wygodne

wybieranie

poszczegblnych sytuacji: osoba zdrowa, cukrzyca typu I, cukrzyca typu Il bez


http://www.tadeusiewicz.pl/
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podania insuliny, cukrzyca typu Il z podaniem insuliny. Obszar znajdujacy si¢
ponizej, zatytutowany Parametry symulacji, pozwala na ustawienie
poszczegdlnych parametrow. Po lewej stronie umieszczono wyniki symulacji
W postaci wykresow zmian stezenia glukozy i insuliny we krwi.

4.8. Metody modelowania w epidemiologii

4.8.1. Epidemia, pandemia, epidemiologia

Geneza stowa epidemia pochodzi od greckich stéw epi i demos,
oznaczajgcych odpowiednio nawiedzajgcy oraz lud. Epidemig nazwano
pojawienie si¢ zachorowan na chorobe zakazna na okreslonym obszarze
terytorialnym w jednym czasie. W rzeczywistosci, pojecie epidemii jest
subiektywne, gdyz klasyfikuje si¢ do niego rzadkie schorzenia o wzmozonym
charakterze wystepowania, natomiast sezonowa gryp¢ juz nie. Jedng z
najwigkszych epidemii w dziejach ludzko$ci byla dzuma, nazywana czesto
czarng S$mierciag od charakterystycznych ciemnych plam martwiczo-
zgorzelinowych na skoérze. Wedlug szacunkowych danych, pochtongta ona
ponad 30% ludnos$ci Europy, a w niektorych miastach portowych zabita nawet
80%. Ogniskiem choroby byta prawdopodobnie Azja, z ktorej 6wczesni kupcy
przyptyneli z nig do portow Europy. Epidemia dotarta z duzym opdznieniem do
Polski siejac niewielkie spustoszenia na Pomorzu, Kujawach oraz Warmii i
Mazurach (Rys. 4.44).

Epidemia dzumy w Polsce

V) 13s1

l:l niewiele przypadkéw
lub catkowity brak dzumy

oS
/// /Gdans

Warszawa

Wroctaw Lublin

Kre.a kéw

Rys. 4.44. Mapa wystgpienia epidemii dzumy w roku 1351 przy obecnych
granicach terytorialnych kraju (Opracowanie wlasne na podstawie:
http:/pl.wikipedia.org/wiki/Czarna_$mieré Zrodto mapy:
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/f/f3/
Poland_airports_2007.svg, dostep - listopad 2011)



http://pl.wikipedia.org/wiki/Czarna_śmierć,%20dostęp%20–%20sierpień%202011
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/f/f3/%20Poland_airports_2007.svg
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/f/f3/%20Poland_airports_2007.svg
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W przypadku nieznanej wcze$niej choroby zakaznej oraz rozprzestrzenienia
si¢ jej na co najmniej trzy kontynenty mamy do czynienia z pandemia. Nalezy
mie¢ na uwadze, ze choroby nowotworowe, ktore wystepuja na wszystkich
kontynentach nie nalezy zalicza¢ do pandemii.

Epidemiologia z kolei, bada oddziatywanie $rodowiska na wystgpowanie
okreslonych chorob w zaleznosci od roznych czynnikéw jakimi sa wiek,
populacja, czy region $wiata. Przykladem moze by¢ ospa wietrzna, ktora
wystepuje u milodych ludzi, a takze leiszmanioza atakujaca w Afryce
Wschodniej i Péinocnej oraz na Bliskim Wschodzie.

4.8.2. Model epidemii SIS

Podstawowy model SIS (ang. Susceptible Infected — podatny, zainfekowany)
rozprzestrzeniania si¢ epidemii w okreslonej z gory populacji wyrdznia dwie
kategorie osobnikoéw?. Grupa zdrowa, w ktorej osobnik moze zostaé
zainfekowany (albo zging¢) oraz grupa osobnikéw zainfekowanych. Po
przebyciu choroby, jednostka moze powroci¢ do populacji osobnikow zdrowych
albo ponies¢ $mier¢ (Rys. 4.45). W modelu tym stosuje si¢ uproszczenie,
w ktorym przyjeto, ze liczba osobnikéw umierajgcych w kazdej chwili czasowej

t jest rowna liczbie osobnikow przychodzacych na swiat.

W dalszej czeSci rozdziatu oznaczenia S(t) oraz I(t) wyrazaja odpowiednio
proporcj¢ osobnikow zdrowych (podatnych na infekcj¢) i zainfekowanych, za§ N
jest liczebnos$cia populacji. W dowolnej chwili czasu t spelniona jest zaleznos¢:

S@)+1(t) =1 (4.53)

Cata populacja reprezentowana jest natomiast przez:
e NS(t) — liczba osobnikow zdrowych,
e NI(t) — liczba osobnikow zainfekowanych

% Wyprowadzenie modelu SIS przytoczone za Forys U., ,,Matematyka w biologii”,
(Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa, 2005).
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Narodziny
a -
Zakazenie
[ Osobnik zdrowy ] [ Osobnik zainfekowany ]

Wyzdrowienie
14

Smier¢ Smier¢
a a

Rys. 4.45. Cykl zycia pojedynczego osobnika w modelu SIS

Kazdy osobnik przychodzacy na $wiat jest zdrowy. Parametrem
odpowiedzialnym za narodziny ($miertelnos¢) jest a. Infekcja pojedynczej
jednostki moze nastgpi¢ wtedy, gdy bedzie miata ona kontakt z osobnikiem
chorym. W modelu SIS $rednig liczbg kontaktow, ktorych wynikiem jest
zakazenie, kontroluje wspotczynnik zachorowan pf. Zatem liczba zakazen
w populacji jest proporcjonalna do iloczynu proporcji obydwu grup i wynosi
SNS(t)I(t). Ostatnim parametrem modelu jest wspotczynnik y odpowiedzialny za
kuracje¢ jednostek zakazonych.

W oparciu o przedstawiony diagram (Rys. 4.45), mozna zamodelowac,
W postaci uktadu dwoch rownan rézniczkowych zwyczajnych, zmiane
liczebnosci obydwu klas w czasie:

AINSM) - _ N = ANS (1)1 (1) + NI (1) — aNS (1)
N I\(Ijlt(t)) (4.54)
= = BNS(£)1(t) — NI (t) —aNI(t)

Zmiana liczby osobnikéw w klasie zdrowej w czasie t bedzie zwigzana
z zasileniem klasy pewng statg liczba narodzin aN, odejSciem osobnikéw do
klasy zainfekowanych —fgNS()I(t), przyjSciem osobnikow, ktore przebyty
chorobe yNI(t) oraz pewna liczba $mierci wyrazong —aNS(?).

W  sposob  analogiczny, zmiana liczebnosci klasy  osobnikoéw
zainfekowanych w czasie t bedzie uzalezniona od zasilenia grupa osobnikow,
ktore zachorowaty SNS(2)I(t), opuszczeniem osobnikoéw, ktore przebyty chorobe
—yNI(t) oraz pewng liczbg $mierci wyrazong —aNI(t).



4. Modele wybranych systeméw biologicznych 195

Podstawiajac S(t) = 1 — I(t) do pierwszego rownania rézniczkowego (4.54)
nastepuje redukcja ukltadu do pojedynczego rdéwnania roézniczkowego
zZwyczajnego pierwszego rzedu — nosi ono nazwe rownania Bernoulliego:

Lm0+ (5@ (455)

Zaktadajac 1(t) # 0 oraz dzielac obustronnie réwnanie (4.55) przez —I%(t)
otrzymujemy:

1 dd@®) . s 1
RS GRSl (456)

Ostatnim etapem jest podstawienie (4.57), ktore prowadzi do nowego
rownania liniowego niejednorodnego (4.58):

o L, 9em)_ 1 d0e) 457

TOR dt 12(t) dt

d (Z(t))

=p-(B-(a+y)z() (4.58)

W celu poézniejszej anahzy rozwigzania roOwnania rézniczkowego, wprowadza
si¢ wspotczynnik J, ktory jest stosunkiem wspotczynnika zakazen do sumy
wspotczynnikow smiertelnosci i wyzdrowien:

o= p (4.59)
aty
Analityczne rozwigzanie rownania rézniczkowego (4.58) jest mozliwe
wowczas przy wykorzystaniu na przyklad metody uzmienniania stale;j.
Ostatecznie funkcjg bedaca rozwigzaniem rownania rézniczkowego (4.55), przy
zalozeniu & #1, jest:

| e(a+y)(§—l)t
1(t) = 2 (4.60)
1+1, —5_1(e(“*7)(‘“" ~1)

gdzie lp = 1(0) jest poczatkowa wartoscia osobnikéw zainfekowanych.
Dynamika opisanego systemu jest determinowana przez parametr . Dla 6 > 1
(8 > a + y w robwnaniu (4.58)) grupa osobnikoéw zakazonych ustala si¢ na statym
poziomie rownym:

. 1
lim I (t) _1—5 (4.61)

t—o
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czyli w populacji dochodzi do pandemii (Rys. 4.46). Granic¢ (4.60) mozna
, . . e . .. (a+y)(o-1t .
wyznaczy¢ dzielage licznik i mianownik przez wyrazenie © . Operacje

wykonujemy, poniewaz mamy do czynienia z symbolem nieoznaczonym,

o0
granicy wyrazenia (4.60), typu [g} W przypadku, gdy ¢ <1, epidemia
zawsze wygasa (Rys. 4.47):

lim 1 (t) =0 (4.62)

Model epidemii SIS (S, = 0.99, |, =0.01,5 > 1)

—— Osobniki podatne

0.9r - - -Osobniki zainfekowane

0.8
0.7r
o6k .\ e-TTTTTTTTTTTTTOTC
0.5F

04

031 ‘

Proporcja populacji

0.2 ’

0.1F Pt

I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Czas

Rys. 4.46. Poré6wnanie przebiegéw proporcji osobnikéw podatnych na
infekcje i zainfekowanych w modelu SIS dla ¢ > 1



4. Modele wybranych systemow biologicznych 197

Model epidemii SIS (SO =0.6, I0 =04,6<1)

—— Osobniki podatne
- - - Osobniki zainfekowane

o ©°
o N

Proporcja populacji

0.4k
AN
AN
0.3
N
N
0.2r \\
~
~
01F Nl
0 1 I 1 ~~\~~_T"‘—\———¢—_ I L J
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Rys. 4.47. Porébwnanie przebiegdw proporcji osobnikéw podatnych na
infekcje i1 zainfekowanych w modelu SIS dla 0 < 1

Analityczne rozwigzanie przedstawionego problemu i jego analiza jest
zadaniem czasochtonnym i wymaga skrupulatnych rachunkéw obliczeniowych.
W dalszej czesci rozdzialu przedstawione zostang tylko numeryczne wyniki
rozwigzan roéwnan roézniczkowych w zalezno$ci od doboru poczatkowej
proporcji klas oraz parametrow modeli.

4.8.3. Model epidemii SIR

Model SIS nie uwzglednia mozliwosci uodpornienia si¢ osobnika na
przebyta chorobe. Zjawisko uodpornienia si¢ jednostki zostato uwzglednione w
modelu Kermacka i McKendricka® * . Model taki nosi nazwe SIR (ang.
Susceptible Infected Resistant — podatny, zainfekowany, odporny). Model ten
jednak, w przeciwienstwie do modelu SIS, nie uwzglednia rozrodczosci i
$miertelnosci osobnikow (Rys. 4.48).

2 Wspotpracowali oni z Ronaldem Rossem (1857 - 1932) — laureatem nagrody
Nobla wroku 1902 w dziedzinie fizjologii lub medycyny za odkrycie cyklu rozwoju
malarii.

% Model SIR przytoczony za Fory$ U., ,,Matematyka w biologii”, (Wydawnictwa
Naukowo-Techniczne, Warszawa, 2005).

% Model zostal zaproponowany w pracy: Kermack W. O., McKendrick A.G.,
“A contribution to the Mathematical Theory of Epidemics”, Proceedings of the Royal
Society of London, Vol. 115, Issue 772, pp. 700-721, 1927
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Zakazenie Uodpornienie

B A

[ Osobnik zdrowy ] [ Osobnik zainfekowany j [ Osobnik uodporniony

Rys. 4.48. Cykl zycia pojedynczego osobnika w modelu SIR

Posta¢ réwnan rdézniczkowych opisujagcych model SIR przedstawia sie
nastepujaco:

W - ANSI)
9&%%92 ANS ()1 (t) = ANI (t) (4.63)
d(NR(V) ANI (1)

dt

Oznaczenia S(t), I(t), B sa analogiczne jak w przedstawionym modelu SIS.
Parametr 1 zwigzany jest z uodpornieniem osobnikéw na infekcje. Trzecie
robwnania wigzace si¢ ze zmiang R(t) oznacza proporcje osobnikéw
uodpornionych (zdrowych), ktorzy przebyli infekcje. Proporcje kazdej klasy
osobnikoéw sumuja si¢ do jednosci:

SO+I1@)+R()=1 (4.64)
Korzystajac z zalozen (4.64), uklad réwnan (4.63) po podzieleniu
pierwszego i drugiego rownania przez N moze zostaé zapisany w postaci:

LICIU) R Yol
d (Ijtt (4.65)
_%éD = A1)t

wraz z warunkami poczatkowymi S(0) = S, > 0, 1(0) = I, > 0, R(0) = 0,
S, + 1, €[0,1]. Dynamika modelu SIR zdeterminowana jest przez wspotczynnik

0, ktdry jest stosunkiem wspotczynnika zakazen do wspotczynnika uodpornienia
(wyzdrowien):

5= (4.66)

Dla 6 > 1 zmiana liczebnosci grupy zainfekowanej zalezna jest od warunku
poczatkowego So. Jezeli warto$¢ ta jest wystarczajaco duza, epidemia osiaga
faze krytyczng, po czym liczba zakazonych osobnikow maleje do zera, a wigc
epidemia wygasa (Rys. 4.49).
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Model epidemii SIR (S0 =0.9, I0 =01,06>1)

—— Osobniki podatne
- - - Osobniki zainfekowane
‘‘‘‘‘ Osobniki uodpornione

o
3

o
)

Proporcja populaciji

0.4

0.3

0.2

0.1
0 4 ! ! 1 ! [ = = = e = o L ]
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Czas

Rys. 4.49. Poréwnanie przebiegdw proporcji osobnikéw podatnych na
infekcje, zainfekowanych i1 uodpornionych w modelu SIR dla ¢ > 1

W przypadku, gdy 6 < [ epidemia rowniez wygasa. Liczebno$¢ grupy
zakazonych maleje do zera (Rys. 4.50). Grupa osobnikéw podatnych na infekcje
w obydwu przypadkach maleje do wartosci X, ktora jest rozwigzaniem rownania:

1-R, —x—%ln(SiJzo (4.67)

0
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Model epidemii SIR (S, = 0.4, 1= 0.6,5< 1)
0.71

0.6y e —— Osobniki podatne
- - -Osobniki zainfekowane
051 S e Osobniki uodpornione

0.4 \\‘,\
!

03F

Proporcja populaciji

1T = = e e L 4 I i
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Czas

Rys. 4.50. Poréwnanie przebiegdw proporcji osobnikéw podatnych na
infekcje, zainfekowanych i1 uodpornionych w modelu SIR dla d < 1

4.8.4. Model epidemii SIRS

Model SIR nie uwzglednia mozliwos$ci ponownej infekcji osobnikow po
przebytej chorobie. Z wlasnosciag ta mamy do czynienia w modelu SIRS
(ang. Susceptible Infected Resistant Susceptible — podatny, zainfekowany,

odporny, podatny) (Rys. 4.51).

Zakazenie Uodpornienie

B A

[ Osobnik zdrowy ]

[ Osobnik zainfekowany j [ Osobnik uodporniony ]

\Utrata odpornosci

a

Rys. 4.51. Cykl zycia pojedynczego osobnika w modelu SIRS

Uktad réwnan rozniczkowych opisujacych model SIRS jest zblizony do

modelu SIR:
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W = ANS@)I(t) + aNR()
d (’\(|j|t(t)) BNS(t)1(t) — ANI (t) (4.68)
w = JNI(t) - eNR(t)

Utrata odpornosci na infekcje kontroluje wspotczynnik o. Pierwsze i trzecie
roOwnanie zostato uzupetnione o czton aNR(?) odpowiedzialny za przejécie grupy
osobnikow z klasy uodpornionej do klasy zdrowej (podatnej).

Gdy a = 0, mamy do czynienia z modelem Kermacka-McKendricka. Model
SIRS wykazuje nieco bardziej ztozone zachowania niz poprzednie przypadki.
Tym razem dynamike determinuja trzy wspotczynniki (o, £, 1), jednak rozwoj

B

epidemii zalezy od warto$ci parametru O = e Gdy & > 1, liczebnosci kazdej

klasy zmierzajag do stalej, niezerowej wartosci, a wiec epidemia nie wygasa
(Rys. 4.52). W przypadku gdy & < 1, epidemia wygasa, jednak wszystkie
osobniki pozostajg w rezultacie podatne (Rys. 4.53).

Model epidemii SIRS (S0 =04, I0 =0.6, R0 =0,6>1)

0.71
—— Osobniki podatne
06k ™ =~ = = =Osobniki zainfekowane
’ \\ ----Osobniki uodpornione
N Smmm sl
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a
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o
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0.1

/
I
/ L L 1 Il I}

Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Czas

Rys. 4.52. Poréwnanie przebiegéw proporcji osobnikow podatnych na
infekcje, zainfekowanych i uodpornionych w modelu SIRS dla ¢ > 1
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Model epidemii SIRS (S0 =06,1,=04,R;=0,0< 1)
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Rys. 4.53. Poréwnanie przebiegéw proporcji osobnikéw podatnych na
infekcje, zainfekowanych i uodpornionych w modelu SIRS dla d < /

4.8.5. Komputerowa symulacja modeli epidemiologicznych
Komputerowa symulacja nie pozwala zaprezentowa¢ zmian populacji
w dowolnej chwili czasu t. Dlatego tez, w przypadku symulacji przedstawionych
rownan rézniczkowych mozliwe jest ich rozwigzanie i przedstawienie tylko
w dyskretnych chwilach czasu. Numeryczne symulacje poszczegdlnych modeli
zawarte s3 odpowiednio w skryptach:
e ecpidemia sis.mOraZ model matematyczny sis.m

e ecpidemia sir.mOrfaZ model matematyczny sir.m

e epidemia sirs.mOfaZ model matematyczny sirs.m

Przegladajac polecenia zawarte w skryptach epidemia *.m warto zwroci¢
uwage na fragmenty odpowiedzialne za numeryczne rozwigzanie rownania
rézniczkowego z zadanym krokiem poczatkowym h (w tym przypadku
wywotanie funkcji ode45()) oraz wyznaczenie proporcji osobnikoéw
nalezacych do poszczegdlnych klas.

Skrypty model matematyczny *.m zawierajg parametry symulacji
(wspotczynniki: $miertelnosci, zakazenia i wyzdrowienia) oraz rownania

rozniczkowe poszczegdlnych modeli.
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Przyktad 4.16 — Model epidemii SIS

Q

% Dane wejsciowe modelu:

t0 = 0; % czas poczatkowy symulacji

tk = 10; % czas kohcowy symulacji

h =0.1; % krok rézniczkowania

I0 = 0.7;% proporcja osobnikdéw zainfekowanych w tO

o\

Rozwigzanie rdéwnania rdézniczkowego metoda przyblizona
% Dormand-Prince
[wektor czasu, osobniki zainfekowane] = .

oded5 (@model matematyczny sis, [tO, tk], IO, h);
% Wyznaczenie liczby osobnikéw podatnych
osobniki podatne = 1 - osobniki zainfekowane;

o)

% Przebiegi liczby osobnikdéw zainfekowanych i podatnych

hold on;
plot (wektor czasu, osobniki podatne, 'r-'");
plot (wektor czasu, osobniki zainfekowane, 'b--");

% Ustawienie legendy, tytutu, opisdéw osi oraz

% uwidocznienie siatki

legend ('Osobniki podatne', 'Osobniki zainfekowane');
title(['Model epidemii SIS (S 0 = 0.99,'...

'I 0 = 0.01, \delta > 1)']);

xlabel ('Czas'); ylabel ('Proporcja populacji'); grid on

% W osobnym pliku model matematyczny sis.m zapisujemy
% ponizsza funkcje

% Réwnanie modelu SIS - osobniki zainfekowane
function [I] = model matematyczny sis(t, arg)

alfa = 0.3; wspbdiczynnik Smiertelnosci

beta = 0.2; wspdiczynnik zakazen

gamma = 0.3; % wspdiczynnik wyzdrowien

o

o\°

% Roéwnanie rdézniczkowe (4.55)
I = -beta*arg™2 + (beta - (alfa + gamma)) *arg;
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Przyktad 4.17 — Model epidemii SIR

[}

% Dane wejs$ciowe modelu:

t0 = 0; % czas poczatkowy symulacji

tk = 10; % czas kohcowy symulacji

h =0.5; % krok rézniczkowania (poczatkowy)

S0 = 0.4; % proporcja osobnikdédw podatnych w tO

I0 = 0.6; % proporcja osobnikdéw zainfekowanych w tO

% Rozwiazanie rdéwnania rdézniczkowego metoda przyblizZonag
% Dormand-Prince

[wektor czasu, rezultat] =

oded5 (@model matematyczny sir, [tO, tk], [SO, IO0], h);

o°

wyznaczenie proporcji osobnikéw podatnych,
% zainfekowanych i uodpornionych

osobniki podatne = rezultat(:, 1);
osobniki zainfekowane = rezultat(:, 2);
osobniki uodpornione = l-rezultat(:, 1)-rezultat(:, 1);

% przebiegi proporcji osobnikdéw podatnych,
% zainfekowanych 1 uodpornionych w zaleznos$ci od

hold on;
plot (wektor czasu, osobniki podatne, 'r-');
plot (wektor czasu, osobniki zainfekowane, 'b-');

plot (wektor czasu, osobniki uodpornione, 'g-');
% ustawienie legendy, tytutu, opisdéw osi oraz
% uwidocznienie siatki
legend ('Osobniki podatne',
'Osobniki zainfekowane', 'Osobniki uodpornione');
title(['Model epidemii SIR (S 0 = 0.4,'...
"I 0=0.6, \delta < 1)']);
xlabel ('Czas'); ylabel ('Proporcja populacji'); grid on
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% W osobnym pliku model matematyczny sir.m zapisujemy
% ponizsza funkcje

% RoOwnania modelu SIR - osobniki podatne i zainfekowane

function [rezultat] = model matematyczny sir(t, arg)
beta = 0.1; % wspdiczynnik zakazen
lambda = 0.5; % wspdiczynnik (uodpornien) wyzdrowien

Q

% uktad réwnan roézniczkowych (4.65)

rezultat (1) = -beta*arg(l)*arg(2);

rezultat (2) = beta*arg(l)*arg(2) - lambda*arg(2);
rezultat = rezultat';
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Przyktad 4.18 — Model epidemii SIRS

Q

% Dane wejsciowe modelu:

t0 = 0; % czas poczatkowy symulacji

tk = 20; % czas kohcowy symulacji

h = 0.5; % krok rézniczkowania (poczatkowy)

S0 = 0.6; % proporcja osobnikdédw podatnych w tO

I0 = 0.4; % proporcja osobnikédw zainfekowanych w t0
RO = 0.0; % proporcja osobnikdéw uodpornionych w tO

oo

Rozwiazanie rdéwnania rdzniczkowego metoda przyblizZona
% Dormand-Prince

[wektor czasu, rezultat] = oded5(...

@model matematyczny sirs, [tO, tk], [SO, IO, RO], h);

% wyznaczenie proporcji osobnikdédw podatnych,
% zainfekowanych i uodpornionych

osobniki podatne = rezultat(:, 1);

osobniki zainfekowane = rezultat(:, 2);
osobniki uodpornione = rezultat(:, 3);

% przebiegi proporcji osobnikdéw podatnych,
% zainfekowanych i uodpornionych w zalezno$ci od czasu
hold on;

plot (wektor czasu, osobniki podatne, 'r-'");
plot (wektor czasu, osobniki zainfekowane, 'b-');
plot (wektor czasu, osobniki uodpornione, 'g-'");

% ustawienie legendy, tytulu, opisdéw osi oraz
% uwidocznienie siatki
legend ('Osobniki podatne',
'Osobniki zainfekowane', 'Osobniki uodpornione');
title(['Model epidemii SIRS (S 0 = 0.6,"'...
'T 0 =0.4, RO =0, \delta < 1)']);
xlabel ('Czas'");
ylabel ('Proporcija populacii');
grid on
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% W osobnym pliku model matematyczny sirs.m zapisujemy
% ponizsza funkcje

function [rezultat] = model matematyczny sirs(t, arg)
beta = 0.1; % wspdiczynnik zakazen

lambda = 0.3; % wspdiczynnik (uodpornien) wyzdrowien
alfa = 0.1; % wspdiczynnik utraty odpornosci

rezultat (l) = -beta*arg(l)*arg(2) + alfa*arg(3);
rezultat (2) beta*arg(l) *arg(2) - lambda*arg(2);
3

rezultat (3) = lambda*arg(2) - alfa*arg(3):

rezultat rezultat';
Zainteresowany czytelnik, oprocz wykonania wlasnych doswiadczen
woparciu 0 M-pliki moze wykorzysta¢ specjalnie przygotowany do tego
program Z graficznym interfejsem uzytkownika
modele epidemiologiczne.m dostepny na stronie
www. Tadeusiewicz.pl. Pozwala on na przeprowadzanie symulacji wybranego
modelu 0 zadanych parametrach symulacji oraz populacji, ktore nalezy wybrac
oraz wpisa¢ w odpowiednich polach edycji (Rys. 4.54).

Modele epidemiologiczne
Modsl epidemii 515 (S;=0.8, |;=0.2, 6=2)

— Parametry symulacj

Osobniki podatne

----- Dsabniki 2ainfekowane Typ models s -

o
=]

Metoda numeryczna Dormand-P... =

Dhugose kroku rézniczkowania 0.1

o
o
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Chuwila koficowa symulacji 10

o
=

— Parametry populacy
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\
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't
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Rys. 4.54. Gotowe oprogramowanie pozwalajace dokonywaé¢ wlasnych
symulacji rozrostu epidemii przy wybranych parametrach symulacji


http://www.tadeusiewicz.pl/
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D.1. Definicje wybranych terminow zwigzanych z modelowaniem

Blad modelu — dowolny btad polegajacy na tym, ze wyniki uzyskiwane
zmodelu s3 znaczaco inne, niz wyniki obserwowane w rzeczywistym
obiekcie.

Blad modelu konceptualnego — btad wystepujacy w przypadku niewtasciwego
sformutowania koncepcji modelu reprezentujacego analizowany obiekt,
proces albo zagadnienie.

Blad modelu matematycznego— blad wystepujacy w przypadku niewlasciwego
doboru lub nieprawidlowego zastosowania formul matematycznych
odwzorowujacych w sposéb formalny elementy modelu konceptualnego.

Blad modelu symulacyjnego— btad wystepujacy w przypadku niewtasciwego
zaprogramowania na komputerze prawidtowego modelu matematycznego
wywiedzionego z poprawnego konceptualnego.

Dyskretyzacja— proces przeksztalcania modelu matematycznego ciaglego
wyrazonego przez réwnania rozniczkowe zwyczajne (lub czastkowe) do
modelu matematycznego dyskretnego definiowanego przez zespol
dyskretnych struktur danych oraz rownania réznicowe.

Identyfikacja bierna — sposéb identyfikacji modelu polegajacy wytacznie na
biernej obserwacji obiektu. Stosuje si¢ ja, gdy niemozliwa jest identyfikacja
czynna. Identyfikacja bierna nie zakléca normalnego funkcjonowania
obiektu, wigc nie wiaze si¢ z kosztami, ale dane zebrane podczas takiej
identyfikacji w niewielkim stopniu odpowiadajg potrzebom modelowania
i wymagajg starannej analizy i obrobki — zwykle gtownie statystycznej, co
jednak moze spowodowac pojawienie si¢ kosztow z tym zwigzanych i takze
sktadajgcych sie na caty koszt procesu modelowania.

ldentyfikacja czynna —sposéb identyfikacji modelu polegajacy na
wykonywaniu na nim celowych eksperymentow zmierzajacych do wykrycia
i pomierzenia wybranych cech modelowanego obiektu. Identyfikacja
czynna przynosi najwigcej wartoS§ciowych informacji na temat
modelowanego obiektu, ale wymaga glebokiego ingerowania w normalne
funkcjonowanie obiektu i z tego powodu czesto jest niemozliwa do
przeprowadzenia. Niemozliwo$¢ stosowania identyfikacji czynnej moze
wynika¢ ze wzgledow pragmatycznych (nie kazdy eksperyment da si¢
przeprowadzi¢ w praktyce ze wzgledu na ograniczone mozliwosci
sterowania rozwazanego obiektu) ze wzgledow ekonomicznych
(identyfikacja czynna rodzi koszty bezposrednie — eksperyment kosztuje —
oraz posrednie — obiekt poddany eksperymentom nie pracuje normalnie, co
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moze rodzi¢ koszty na zasadzie utraty oczekiwanych zyskow), a takze ze
wzgledow moralnych (identyfikacja czynna cech obiektow biologicznych
moze wymaga¢ wykonywania okrutnych do§wiadczen na zwierzetach lub
catkowicie nie akceptowalnych eksperymentow na ludziach).

Identyfikacja modelu — zbidr czynnosci wykonywanych na modelowanym
obiekcie w tym celu, aby okresli¢ jego mierzalne cechy, bedace potem
podstawa ustalenia parametréw modelu.

Kalibracja— proces polegajacy na dopasowaniu modelu do procesu
rzeczywistego poprzez pordéwnanie wynikow symulacji z danymi
doswiadczalnymi (uzyskanymi w trakcie identyfikacji) badz danymi
teoretycznymi(zwykle literaturowymi). Zwykle w trakcie Kkalibracji
parametry modelu otrzymujg konkretne wartosci, ktore dobiera si¢ w taki
sposéb, by odpowiednio dobrane kryteria jakosci modelu osiagaty
najkorzystniejsze wartosci.

Kod programowy— zestaw instrukcji w jezyku maszynowym, lub jezyku
wysokiego poziomu (na przyktad w $rodowisku Matlab), zawierajacych
implementacje struktur danych i rownan algebraicznych w postaci nadajace;j
si¢ do prowadzenia obliczen komputerowych (w postaci numerycznej).

Konceptualny model — patrz Model konceptualny

Konstrukcja modelu— proces przeksztatcania modelu konceptualnego, poprzez
model matematyczny ciagly, dyskretny do modelu symulacyjnego
(numerycznego wyrazonego przy pomocy kodu programowego jednego
z jezykdw programowania).

Kryteria jakos$ci modelu — ilo$ciowe lub opisowe cechy modelu, ktére tworca
modelu stara si¢ zmaksymalizowac, jesli wyrazaja pozytywne cechy modelu
(na przyktad stopien wiernosci modelu w stosunku do oryginatu) wzglednie
stara si¢ zminimalizowac¢ jesli stanowig miar¢ niedoskonatosci modelu (na
przyktad biad).

Metoda elementéw skonczonych (ang. Finite Element Method -FEM) — metoda
dyskretyzacji ~ przestrzennej  lub  przestrzenno-czasowej  obiektu
modelowania. Wynikiem dyskretyzacji jest uktad rownan algebraicznych
rozwigzywanych  przy pomocy metod macierzowych. Jest to jedna
Z najczesciej stosowanych metod modelowania obiektow w ktorych istotny
jest aspekt przestrzenny (w przypadku systemow biologicznych dotyczy to
glownie biomechaniki).

Metoda odwrotna (ang. Inverse Method) — metoda kalibracji parametrow
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modelu numerycznego procesu opartej na procesie minimalizacji funkcji
celu zdefiniowanej jako MSE (RMSE).

Metoda réznic skonczonych (ang. FiniteDifference Method — FDM) — metoda
dyskretyzacji modeli ciagtych.

Model- zbiér koncepcji sformutowanych przy pomocy opisu teoretycznego,
rownan matematycznych lub kodu programowego.

Model konceptualny— model obejmujacy ogolne zatozenia i definicje
analizowanego procesu. Stanowi podstawg do opracowania modelu
matematycznego badz numerycznego.

Model matematyczny— zbior rownan 1 nieréwno$ci algebraicznych
opisujacych modelowany obiekt w obszarze i zakresie wyznaczonym przez
model konceptualny.

Model réznic skonczonych (ang. FiniteDifference Model) — rodzaj modelu
matematycznego obejmujacego definicj¢ obiektu z wykorzystaniem rownan
réznicowych.

Model symulacyjny — program odwzorowujacy w komputerze model
matematyczny  obiektu. Model symulacyjny umozliwia zwykle
przeprowadzanie eksperymentow numerycznych zastgpujacych w wielu
zastosowaniach badanie rzeczywistego obiektu.

Modelowanie— proces formutowania definicji modelu systemu lub procesu.
Modelowanie obejmuje zwykle trzy nastgpujagce po sobie procesy:
tworzenie modelu konceptualnego, dobieranie modelu matematycznego
i konstruowanie modelu symulacyjnego.

Obiekt modelowania —rzeczywisty system, proces lub zjawisko do ktérego
chcemy zastosowac proces modelowania.

Otoczenie —wszystkie systemy, procesy lub zjawiska, ktore swiadomie i celowo
pozostawiamy poza obrebem modelowanego systemu. Jesli otoczenie
oddziatuje na obiekt modelowania to oddzialywania te mnajczgsciej
klasyfikujemy jako zaktdcenia.

Parametry modelu— zespot umieszczonych w modelu statych o odpowiednio
dobieranych warto$ciach. State te najczeéciej reprezentuja w modelu
warto$ci  wielkosci fizycznych dajacych sie zmierzyé w rzeczywistym
obiekcie lub warto$ci wspolczynnikow matematycznych wprowadzonych
arbitralnie do struktury modelu, ktérych wartosci ustalane sg w trakcie
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kalibracji modelu. Ustalenie warto$ci parametrow modelu zamienia model
jednoznacznie identyfikujacych proces rzeczywisty.

Postprocessing— analiza wynikoéw symulacji komputerowej — zwykle sygnatow
wyjsciowych modelu.

Preprocessing— proces przygotowania danych do obliczen symulacyjnych (na
przyktad normalizacja danych). Dotyczy zwykle sygnatow wejSciowych
modelu.

Scenariusz wykorzystania modelu — przewidywany na etapie tworzenia
modelu konceptualnego sposodb zastosowania modelu oraz wynikéw
symulacji komputerowej. Zazwyczaj przewiduje si¢ wykorzystanie modelu
jako zrodta dodatkowej inspiracji naukowej (experiment in computo), bierze
si¢ pod uwage mozliwosci praktycznego wykorzystania samego modelu lub
wynikéw uzyskanych w wyniku jego badan symulacyjnych, a ponadto
czesto scenariusz przewiduje, ze model moze by¢ wykorzystany jako
narzedzie dydaktyczne.

Selekcja kodu programowego— proces analizy srodowisk programistycznych
pozwalajacych wybra¢ rozwigzanie najodpowiedniejsze do symulowanych
zagadnien.

Struktura modelu — odpowiednio dobrana konstrukcja matematyczna
wyrazajaca w kategoriach formalnych wiedzg¢ badacza na temat tego, czym
jest modelowany obiekt i jakie prawa nim rzadza.

Wejscie modelu— zbior sygnatéw wejscie modelu, stanowiacych jednoczesnie
zespot danych do obliczen symulacyjnych.

Weryfikacja modelu— proces oceny zgodnosci kodu programowego modelu
symulacyjnego z bazowym modelem matematycznym.

Wyjscie modelu — sygnat lub zbior sygnatow okreslajagcych wynik obliczen
przeprowadzanych na modelu matematycznym lub uzyskiwanych w wyniku
symulacji komputerowych.

Zaklécenia — sygnaty docierajace do rozwazanego obiektu modelowania ktore
wplywaja na jego zachowanie (w szczegdlnosci na sygnaty wyjsciowe),
ale nie podlegaja bezposredniej kontroli ze strony czynnikoéw
wptywajacych na zachowanie obiektu (w szczegdlno$ci generujgcych
sygnaly wejsciowe).

Zalozenia — przyjmowane na poczatku procesu tworzenia modelu ustalenia
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bioragce pod uwage wiasciwosci modelowanego obiektu oraz cel
i zakres modelowania, a takze przewidywane scenariusze
wykorzystania modelu.

D.2. Skorowidz stéw kluczowych Matlaba

»Cell mode” — tryb tzw. celek pozwalajacy na blokowe uruchamianie kodu
m-skryptu. Tworzy si¢ go poprzez stosowanie podwoédjnego znaku
komentarza %%.

s»Commandhistory” — zakladka interfejsu $rodowiska MATLAB w ktorej
wyswietlane sg zapamigtane komendy wydawane w linii polecen.

»Commandwindow” — okno polecen srodowiska MATLAB, w ktérym wpisuje
si¢ komendy i gdzie wy$wietlane sa rezultaty.

»Current folder” — zakladka interfejsu srodowiska MATLAB, udostgpniajaca
przegladarke plikow oraz dostep do dodatkowych narzedzi (np. importu
danych).

wlmport wizard” — narzgdzie importu danych udostepniajace wygodny
graficzny interfejs uzytkownika (GUI).

Indeksowanie typu wiersz kolumna — sposob dostepu do elementow tablicy
polegajacy na podaniu numeréow wierszy i kolumn.

Indeksowanie liniowe — sposéb dostepu do elementoéw tablicy polegajacy na
podaniu numeru elementu w tablicy.

Indeksowanie logiczne — sposob dostepu do elementéw tablicy pozwalajacy na
wybor z tablicy elementow spehiajacych okreslony warunek logiczny.

Komentarze — sposob wpisywania dodatkowych informacji w M-plikach,
polegajacy na umieszczeniu znaku % na poczatku linii. Komentarze nie
sg uruchamiane tak jak pozostale komendy MATLABa, ale petnig role
informacyjng (np. dodatkowy opis i wyjasnienia).

M-pliki — sa to pliki tekstowe z rozszerzeniem *.m, zawierajgce zapisane
polecenia MATLABa, pozwalajace odtworzy¢é wykonywane wcze$niej
obliczenia.

M-skrypt — zapamietane komendy MATLABa wraz z kolejnoscia ich
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wykonania, zapisane w M-pliku tekstowym.

M-funkcja — podobnie jak m-skrypty, sa to pliki tekstowe zawierajace polecenia
MATLABa. To co odréznia m-funkcje od m-skryptéw to sktadnia oraz
posiadanie osobnej przestrzeni roboczej dla zmiennych.

Operacje tablicowe — obliczenia wykonywane przez MATLABa niezaleznie
dla kazdego elementu tablicy. Cechg charakterystyczng srodowiska jest
brak konieczno$ci stosowania instrukcji petli programowych tak jak np.
w jezyku C. W przypadku obliczen matematycznych (np. mnozenie,
dzielenie) stosuje si¢ znak kropki przez operatorem - przyktadowo . *

Operacje macierzowe — obliczenia wykonywane przez srodowisko na tablicach
z uwzglednieniem zasad rachunku macierzowego (tablica traktowana
jako macierz dwuwymiarowa).

Operacje matematyczne — sg to obliczenia wykonywane przez MATLABa
niezaleznie dla kazdego z elementéw tablicy. Rezultatem jest tablica
o takim samym rozmiarze jak tablica wejsciowa.

Operacje statystyczne — sg to obliczenia wykonywane przez MATLABa na
elementach tablicy, przy czym wiersze tablicy traktowane sa jako
obserwacje natomiast kolumny jako elementy wielowymiarowej
zmiennej losoweyj.

»Plot tools” — narzgdzia do tworzenia i interaktywnej edycji wykresow.

Przestrzen robocza — zaalokowana przez s$rodowisko MATLAB pamigé
operacyjna na zmienne i dane. Wyrdzniamy gtowna przestrzen robocza
oraz lokalne przestrzenie robocze funkcji.

Publikowanie rezultatow — narzedzie do automatycznego tworzenia raportow
z rezultatow wykonania m-skryptu.

Struktury — typ danych S$rodowiska posiadajacy ustalong wewnetrzng
reprezentacje¢, sktadajacg si¢ z rekordow oraz pol.

Tablica numeryczna - podstawowa jednostka danych w $rodowisku
MATLAB, zazwyczaj o liczbie wymiarow réwnej 2. Do tworzenia
tablic stosuje si¢ nawias prostokatny []. Dane w tablicach musza by¢
jednorodne, tzn. wszystkie elementy tablicy sg tego samego typu.

Tablica komoérkowa (ang. cellarrays) — tablice ogélnego przeznaczenia,
pozwalajace zapamigtaé dowolne typy danych. Do tworzenia tablic
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stosuje sie nawias klamrowy { }.

Typ danych — sposob reprezentacji numerycznej zmiennych w $rodowisku.
Domys$lny typ danych w $rodowisku MATLAB to liczby
zmiennoprzecinkowe podwajnej precyzji.

Uchwyty do funkcji (ang. functionhandles) — sg to referencje do m-funkcji.

,» Variableeditor” — edytor tablic pozwalajacy na podglad i edycje zmiennych
MATLABa.

»Workspacebrowser” — zakladka interfejsu w ktorej wyswietlane sg informacje
na temat zmiennych dostgpnych w aktywnej przestrzeni roboczej
MATLABa.

Zmienna— konstrukcja programistyczna posiadajagca symboliczng nazwe
i reprezentujaca okreslong warto$¢ (lub tablice wartosci)
przechowywana w pamigci operacyjnej komputera. Poprzez zmienna
mozliwe jest odwotywanie si¢ do zapamigtanych danych.
W s$rodowisku MATLAB zarzadzanie pamigcig danych odbywa si¢
automatycznie (ang.garbagecollection). Kazda zmienna jest tablicg
(pojedyncza liczba to tablica o rozmiarze 1x1).



