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specja-

cesdw oraz informatyki, wmytwarza zapotrzebowanie
listéw znajacych nowe dzialy matematyki, tj. teorig zbiordm
logike matematyczng, & przede wszystkim cybernetyke.

Wiele zagadnier bada sig obecnie z rdéznych stron
matematykow, statystykdéw, elektronikow i innych

téw, ktérym czesto jest trudno porozumiewac si¢

Te sameé pojecia w kazdej grupie specjalistow noszg zupeilnie
inne nazwy. Wiele uciazliwych badal powtarza si¢ bez potrze-
by wielokrotnie, bez wykorzystania wynikdéw otrzymanych ® sa-
siednich dziedzinach. '

Celowe jest podjecie jednolitych wysilkoéw przez specja-

. listém z roznych dziedzin, aby przelama¢ bariery terminolo-

giczne, metodologiczne i podchodzié do rozwigzywania zadan
z ogolnego punktu widzenia. Wysiiki % tym kierunku zostaly
zapoczatkowane w czterdziestych latach przez grupe wybit-
nych specjalistém z réznych galezi nauki, zainteresowanych
jeddym problemem - problemem sterowania.

Inzynierowie opracowali i wykonali aparature¢ elektroni-
czna do sterowania. Matematycy badali wlasnoscl sygnaiow w
réznych systemach i podali analityczny ich opis. Inni spe-

cjalisci rozwijali teorig informacji. St

rozpatry-

wali potok informacji w organiZmie jako regulowa-
nia jego funkcji.
W wyniku tej wspdéipracy wyodrebnila gi¢ nowa dziedzina

nauki "o ogdlnych zasadach sterowania i sprzezen w zywych

organizmach®, ktdrg nazwano cybernetvks.

1

Aktualnie sSledzimy intensywny rozwdj cybernetyki, ktor
cbejmuje kompleks nauk, takich jak:
- oybernetyka teoretyczna,

~ cybernetyka biologi«







nrzetwe

winni znaé te edziny wiedzy i isp J
rozumiewania si¢, bowiem pracona beaa % Z¢€ obe jmiija~

matemat

cych réiznych specjalnosci inzy
kéw 1 innych.

Celem niniejszej pracy Jjest

js
nych specjalith # mozliwlie pr

wspérozesng, ktérej aparat po)eciowy i metodolog v 1
' im prac¢ w zespoiach, 2 takze uksztaltowanie pos
gwiatopogladu,
Praca sktada sie z 6 1 zial ow,
- ¥ plerwszym rozdziale oméwiono cele, zadania
#e pojecia cybernetyki oraz zasaay mode lowania o
dzy innymi, ekonomicznych.
Drusi rozdzial jest poswigcony przedst:
ukiadow m.in, ekonemicznych oraz giownych za i
regulacji.
Irzeol obszarny i wazny rozdziai
oméwienie teorii wielkich systemom &
systemami gospodarczymi. Oméwiono w nim 1ia
wielkimi systemami z uwzglegdnlieniem me tod & ma-
wielu

tematycznego, teorii gier, analizy sieci

dzialdéw teorii podejmowania decyzji.

% rozdziale czwartym zostaly podane poastawy

matéw oraz teorii algorytméw i niektdrych jej

ulatwiajace zrozumienie problemow zw wigzanych z programowa-
piem, budows i dzialtaniem EMC.

Nastepne dwa rozdziaty zastaiy poswigcone ma-
tycznej 1 teorii informacji, w zarysie umoZliw zy
swojentie gidéwnych pojec, 1 i metod, przez czytelnlkow
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Rozdzial 1

MODELOWANIA CYBERNETYCZNEGO OBIEKTOW

>

EKONOMICZNYCH

t, Cele, zadania i podstawowe poj jecia oybernetyki

1. Istnieje bardzo wiele definicji okreslajacych sens sio-
wa C YBERNETYKA, daje si¢ nawet zauwazyé pewna ten-—

ikiwania cryginalnych sformulowan, my jednak

zamiast tworzy¢é jeszcze jedng definicje, posiuzymy sig¢ pew-

n/.../ naukowey uswiadomili sobis, 2e problemy komunikacji,
mechaniki statystycznej stanowia zasadnicze je-
niezaleznie od tego czy dotycza maszyny, czy is-
drugiej jednak strony powazng przeszkods byi
jednosci w literaturze tematu, brak wspélnej ter-
wreszcie nawet brak oddzielnej nazwy dla tej dzie-

Zostalismy zmuszeni, jak to cze¢sto bywa, do u-

ajmniej jednego sztucznego, neogreckiego wyraze-

nia, ktére wypeiniitoby luke. ZdCCydoualjsmy sie nadac caiej

inie teorii sterowania 1 komunikacji w naszynach i

zwierzetach nazw¢ cybernetyki, Etérg utworzylismy od grec-

. Zacytowany fragment po-
s /
1,

pierwszy padlo siowo cyber-

a jego wartos¢ polega

netyka.

ka jest naukg o sterowaniu

2. Zapamietajmy wiec, Ze cybernet)
i komunikacji. Przedmiotem jej sg procesy przetwarzania i
przesylania INFORMACJI, niezaleznie od tego, czy zachodzag one

i/Norbert Wiener: Cybernetics or control and communication
in the animal and the machine, The MIT-Press, Cambridge
1948







Procesami sterowania i komunikacji, polegajacyml

twarzaniu i przesylaniu informacji.
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Jesli odpowiedziales niepx przeczytaj ponownie

kty 3 1 4.

Ktdre z wymienionych pojeé mozna utozsami¢ z pojeciem 1in

b/ seria impulsow napigcia, biegngca w kablu telefoni

[

¢/ tresé ogloszenia prasowego,

d/ dZwiek budzika.

punkty 3

odpowiedziales nieprawidiowo, przeczylaj

i 4 oraz zapoznaj sig¢ z pr

usprawiedliwione jest twierdzenie, 2ze cybernetyka zaj-

muje sie¢ technika elektronicznych maszyn liczacych?

Nie, poniewaz cybernetyke interesujg jedynie proc

formacyjne, a te w maszynie liczac mniej cieka-

we niz np. w rozwijajgcym

Cz t . ;
“Z sital paigce 81§ SWlia

el

cja. Aby
dwie wartosci

Jesli odpowiedzi

ming¢ czytanie

i¢ od razu do czytania punktu 6
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0. Oczyniscie nktad nerowy, speiniajgcy funkcje

informacji od otoczenia, D zesylania inform j ) edzy
mozgiem a poszczegélnymi organami i przerobki informac]
pode jmodanie decyzji, uczenie/

raz je-

Jesli nie odpowiedziales na to

szeze punkty 1. 2. 3 i 4.

P, Ktdéry z dwu podanych zapiséw jest kod
a/ Ala ma Asa,
b/ B - 234 - xy/W = ¢ 9.

no a/, jak i b/ moze

nia odpowiedni
do pewtoér-

Brak poprawnej odp

z punktem 5.

g nego zapoznania

Czy chcialbys pogigbic swoje nia ci t pojeci
informacji? Jesli tak, to przsczyiaj przyktad X prze-

Dl

ciwnym przypadku przejdz do [

Przykiad 4
EXEYRIOD >
sygnaldéw zaréwno ® przes-

Istnieje mozliwosc przesytania
bardzie

trzen, jak i w czasie, Przesylanie przestirzenns jest ba

oczywiste 1 znane Z praktyki, natomiast przepiyw informacjil
Wyjasnijmy na wsigplie, 2€

poprzez ezas jest-mniej oczywisty.

ierunkowa, mozna mianowicie

komunikacja ta jest jedynie Jjedr

przesyiac informacje w przyszios /np. robigc not lu
odbieraé informacje z przesziosci /np. wykopaliska archeolo-
giczne/. MoZna na tej podstawie naswietlié¢ dodatkowo proble
pamieci. Poniewaz wspomnienie jest informacja przesy v
czasie, wiec moze byé w cyberneiyce traktowane na r i -
yo

identyczny sposdéb, jak kazda informacja przesiana dowoln

kanalem,

Konczae rozdzial dotyczaey podstawmowych pojeé cyberne-
ku zasadniczych cech charak-

-

6.
tyki, niepodobna ni€ wskazac ki




teryzujgcych te nauke na tle innych dziedzin badan naukowych.
Ze wzgledu na przedmiot zainteresowan cybernetyki, jakim

Jest informacja, ktdrej podstawowg cechg jest zmiennosdé,
niemozliwe jest stosowanie w badaniach cybernetycznych roz-
wazal stanow stacjonarnych, tak chetnie i szeroko stosowane

% innych naukach. Podstawomymi wilasnosciami systeméw badanych
przez cybernetyke jest ich zmiennosé, a badanie dynamiki tej
zmiennosci pod ®piywem oddzialywan sterujgcych, stanowi je-
den z zasadniczych probleméw cybernetyki. Systemy, ktdérymi
cybernetyka sie¢ zajmuje nie sg odosobnione, lecz moga two-
rzyé zbidér, przy czym jednym z kierunkéw badan aktualnie
prowadzonych jest sledzenie wpiywu wiadciwosci systemu -
sktadnika na wiasciwosci systemu - zbioru., Wyodrebnienie o-
biektu badan cybernetycznych z otoczenia ma charakter infor-
macyjny /czyli system cybernetyczny nie wymienia z otoczenia
informacji niekontrolowanej/, natomiast nie musi byé to réw-
noznaczne z wyodrebnieniem fizycznym, stgd duza abstrakcyj-
nosé stosowénycb pojeé i trudnosé szybkiego stosowania osia-
gnieé cybernetyki, oraz z drugiej strohy niebezpieczenstwo
pominiecia w pobieznej analizie niekiedy istotnych czynnikdw.

2, Ukiad. Ukiad wzglednie odosobniony. Wejscie, wyiscie

i stan ukladu, Transmitancja i funkcja przejscia.

1. Zakonczenie poprzedniego paragrafu wprowadzilo pojecie
systemu wyodrebnionego pod wzgledem informacyjnym i wskazalo
na pewien dualizm, pewna relatywnosé¢ pojeé¢, polegajacag na
tym, ze ten sam obiekt moze byC¢ raz traktowany jako system,
a2 innym razem jako element systemu, w sklad ktdérego wchodzi
poza nim jeszcze szereg innych podsystemdw,

Aby nie komplikowac¢ rozwazan wprowadzimy nastepujgca termi-
nologie: obiekt badan cybernetycznych, ktdrego struktur:
wewnetrzng zajmowal sie nie bedziemy i ktdéry moze ewentual-
nie stanowié¢ "cegieitke" do budowy wigkszej struktury, naz-

wiemy UKLADEM, zarezerwujemy dla
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kszej struktury zloionej z pewnej ilosdci poigczonych we wia-
domy lub niewiadomy sposob ukladéw. Naturalnie nie przeszko-
dzi nam to, jesli zajdzie potrzeba, w traktowaniu SYSTEMU
jako catoéci, bez wnikania w jego strukture¢, a wiec tak,
Jakby byl on UKLADEM.

2. Obiekty cybernetyczne rozpatrywane s wyigcznie w as-
pekcie informacyjnym i tylko w tym sensie muszg byé wyodreb-
nione z otoczenia. Rozwazmy ukiad /rys. 2/, ktéry nie pobiera

vao it Uwo -

Rys. 2. Uklad bezwzglednie i wzglednie odosobniony

z zewnatirz informacji, ani informacji na zewngtrz nie wysyla.
Uklad .taki jest wigc w sensie cybernetyki doskonale odizolo-
wany od otoczenia, chociaiby przez ukiad ten np. przeplywal
bez przerwy strumied jakiegoé medium. Uklad ten jest jednak
nieciekawy - nie mamy mozliwodci wpiywaé na niego /sterowaé/,
ani obserwowad jego dzialania. Ukiad taki nazwiemy Ukladem
Bezwzglednie Odosobnionym. /UBO/

3. Uklad bezwzglednie odosobniony jest idealizacjg zbyt da-
leks, ograniczmy wigc nasze rozwazania do ukladu, do ktérego
informacja z zewnatrz doplywa Scidle okreslonymi kanalami,
ktére nazwiemy W E J 5C I A M I ukladu, a wydawana jest
/po przetworzeniu w ukladzie/ réwniez wylgcznie pewnymi kana-
tami, ktére nazwiemy WY J 3C I A M I. Ukladem takim mozna

sterowadé oddzialywujgc na jego wejdoia i obserowaé jego za-
chowanie poprzez wyjécia. Procesy zachodzace wewnatrz sg nie-



dostepne i mozna na ich temat méwié jedynie w kontekscie

wyjscie - wejécie. Uklad taki nazwiemy U KL ADE M
WZGLEDNIE ODOSOBNIONYM /UWO/.

TEST 1
P.

Jak nazywamy kanal przekazywania informacji do ukladu
bezwzglednie odosobnionego?

xx

Oczywidcie nie ma takiego kanalu, wiec i nie ma nazwy.
Jezeli nie dostrzegles tego, to znak, ze czytasz nieuwaz-
nie i dobrze Ci zrobi ponowne przeczytanie punktéw 1.

2. 1 3.

Jezeli samochdéd potraktujemy jako uklad wzglednie odosob-
niony, to co mozna nazwaé wejdciami do tego uktadu, a co
jego wyjdciami?

XX

Wejéciami sg kierownica i pedal przyspiesznika /"gazu"/
oraz hamulca, natomiast wyjsciami predkoéé i kierunek ru-
chua.

Jezeli nie uporales sie z tym zadaniem mozesz zrehabilito-
waé sie odpowiadajgc na nastepne, tatwe pytanie:

Dlaczego nie traktuje sie wejdcia do UWO, jakim jest sa-
mochdéd, wlewu benzyny, & jako wyjécia koloru?

xx

Wlew benzyny pozwala na wprowadzenie do UWO pewnej ilosci
materii /lub energii, jesli uwzglednié, ze spalanie ben-
zyny jest Zrdédiem emergii ukladu/, natomiast nie wprowa-
dza Zadnej informacji. Natomiast kolor samochodu, pozosta-
Jac niezmiennym, réwniez /aczkolwiek z innych powodéw/ nie
niesie zadnej informacji o ukladzie ani o sterowaniach.
Oba czynniki maja wiec inny, niz informacyjny charakter
nie sg wiec wejdciem i wyjdciem.

Gdybyé przypadkiem nie uporal! si¢ z tym pytaniem nalezy-

cie, powinienes przeczytaé punkty 2, 3 i 4 oraz odpowied:



do pytad z rozdzialu poprzedniego, jak réwniez punkt 3

niniejszego rozdzialu.
P. Co jest wyjsciem UWO, jakim jest zegarek? Czy ukiad ten
ma wejécie?

XX

0. Potozenie wskazéwek. Nie ma, nakrecanie jest czynnofcig
energetyczng, a nie informacyjngl
Brak odpowiedzi na to pytanie powinien zachecié Cie do
zapoznania si¢ z przykladem i poprawna odpowiedZ upowaz-
nia do pominigcia przykladu i przystgpienia do dalszych
pytad /TEST 2/.

Przyklad 1

Czlowiek jest z punktu widzenia cybernetyki ukladem wzgle-
dnie odosobnionym. Posiada on bowiem okreslony zespél kanaldéw
informacyjnych wejéciowych /narzgdéw zmysidéw/ i wyjéciowych
/efektoréw/. Poza tymi kanatami wymiana informacji nie za-
chodzi ani do, ani 2z ukladu. Na zasadzie wgskiego skanalizo-
wania informacji doplywajgcej z otaczajgcego Swiata opartych
byto szereg systeméw filozoficznych, rozwazajgcych wiarogod-
noéé naplywajgcej tym kanalem informacji. Jako clekawostke
warto przytoczyé poglgd solipsystéw, ktérzy uwazali calg in-
formacje zmyslowg za mylng 1 wnioskowall, Ze poza danym kon-
kretnym cztowiekiem nic nie istnieje, gdyz wsz;stkie doznania
s mirazem.

Nie czas tu ani miejsce poddawaé dyskusji te poglady,war-
to jednak znaé ich cybernetyczny aspekt.

TEST 2

P. Czy mogzlibysémy obserwowaé uklad bezwzglednie odosobniony?

0. Nie, poniewaz obserwacja bylaby réwnowazna z otrzymywa-
niem informacji od ukladu, a to jest z definicji niemoz~
liwe.

P. Okredél, ktére z wymienionych przedmiotdéw mozna traktowad

jako UW0 oraz wskaz ich wejscia i wyjscia:

a/ mlotek,




[~
b

b/ telefon,

¢/ lampa,

d/ miesien,

e/ kolonia bakterii,

f/ dynamika ksztaltowania sig ceny rynkowej,
g/ ksiggowosé przedsigbiorstwa handlowego,
h/ sprezyna,

i/ réwnanie matematyczne.

XXX

0. Wszystkie sg ukladami wzgledrnie odosobnionymi. Jezeli
miated watpliwoéci co do trzech lub wigkszej ilodci przed-
miotéw powiniened raz jeszcze przeczytaé punkt 3, a naste-
pnie mozesz zrehabilitowaé sie podajagc samodzielnie infor-
macje wejéciowe 1 wyjdciowe wezystkich ukladéw:

xXx

1/ informacjg wejsciowg jest wielkodéé i kierunek dzialajg-
ce] na trzomek sily, a wyjéciowg szybkodé i kierunek
ruchu,

2/ informacjg wejéciowg jest polozenie stuchawki /podnie-
siona lub nie/, ruch tarczy numerowej oraz gtos docie-
rajgcy do mikrofonu, a wyjsciowg sposéb zmian napiecia
% przewodzie gczacym telefon z sieciy abonmencks i gios
piyngcy 2ze siuchawki,

3/ potozenie wylgcznika - obecnoéé lub brak swiatla,

4/ impulsy mioneurondw znajdujgcych ei¢ w rdzeniu kregowvm
- stopied skrdécenia i sita rozwijana przez miesien,

5/ 1lo8¢ pozywki 1 chemizm Srodowiska' - szybkosé rozsprze-
strzeniania si¢ kolonii i iloéé osobnikéw,

i popyt - wysokosé ceny rynkowej,

7 ry dostaw i raporty sklepowe - zestawienia i plany
8/ sila nacisku ~ stopien skrdcenia sprezyny,
9/ parameiry, wspéiczynniki i dane wyjdciome - rozwiagzanie

Jezell przy udzielaniu odpowiedzli napotkaled na duze trud-

nosci powinienes przed dalszym czytaniem zapoznaé sie z ksig-
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2ka H. Greniewski "Cybernetyka niematematyczna" 3/ lub ksigz-
kg J.Tieplow "0 cybernetyce” 4/, gdzie w poczgtkowych roz-
dziatach omawiana jest w popularnej formie rozwazana tu pro-
blematyka.

P. Czyh rézni sie system od ukladu?
xxx

0. Stopniem zlozonosci struktury; system moze byé zlozeniem
duzej ilodci ukladéw. Rozrdézniemnie to w duzej mierze wy-
nika z punktu widzenia badajgcego konkretny obiekt - je-
$11 ma mozliwodé wnikngé w strukture obiekiu méwi o sys-
temie, jego czesdciach /ukladach/ i organizacji wewngtrz-
nej, przy braku tej informacji méwi o calodci jako o u-
k¥adzie.

Brak odpowiedzi odsyla do ponownego przeczytania punktu 1.

4. Pomigdzy informacjg wejéciowg a wyjsciowa zachodzy w
ukladzie wzglednie odosobnionym okresdlome relacje. Aby je
wyjaénié skupimy si¢ chwilowo na przypadkn UW0 o jednym wejs-
cin i jednym wyjéciu /rys. 3/.

—We_ty.rixy My o

Rys. 3 Funkcja przejscia

Uktad taki nazwiemy J E DN OWYMIAROWYM ukla-
dem wzglednie odosobnionym. W ukladzie takim wielkosé wyjs-
3/

H. Greniewski: Cybernetyka niematematyczna,PWN Warszawa 1969
4/L. TiepXow: 0 cybernetyce, WNT, Warszawa 1967.
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ciowa Y /liczbowa miara wielkosci sygnatu pojawlajacego sie
na wyjéciu/ jest pewng funkcjg wielkodci wejsciowej X.

Y = F/X/ Lrdad

Postaé funkcji F zalezy oczywiscie od konkretnych wadci-
wodci obiektu. Bedziemy nazywali jg FUNKJ A PR ZE J
8 C I A. Wielkodé wyjéciowa zalezna jest, jak wynika z réw-
nania /1/ zaréwno od wiadciwosci obiektu /funkcja F/, jak i
od sygnalu wejéciowego /argumentu X/. Chcgec w wygodnej posta-
cl przedstawié same wlasciwodci obiektu zapiszemy réwnanie
/1/ w postaci:

Y = G . X SIS

Latwo zauwazyé, %e czlon G zastapil funkcje F /./, a za-
miast obliczania funkcji z sygnalu X dokonujemy teraz mnoze-
nia sygnaiu przez czidon G. Nie wdajgc sie w dodé zlozone do-
ciekania matematyczne, mozna stwierdzié, ze czlon G bedzie
pewnym operatorem dzialajgcym na sygnal X i przeksztalicajg-
cym go na sygnat Y. Poniewaz sygnaly X 1 Y sg w ogélnym przy-
padku pewnymi funkcjami czasu /sy przeblegami zachodzgcymi
% okreflonym czasie/, a uklad moze sygnaty te caltkowaé, prze-
suwaé¢ w czasie 1 dokonywaé z nimi bardziej ziozonych opera-
cji, wigc operator G moze mieé niekiedy postaé bardzo zlozo-
ng. Niezaleznie jednak od stopnia komplikacji bedzie on zaw-
sze zalezal wylacznie od wiasciwodéci obiektu, mozna go wiec
przypisaé obiektowi jako matematyczng forme zapisu jego wiad-
ciwosci przeksztalcania informacji /sygnaléw/. Taki operator
G, zalezny wylgcznie od obilektu nazwiemy T R A NS M I T A-
NCJ 4 obiektun. :

5. Ukiad wzglednie odosobniony przedstawiaé wigc bedziemy
na rysunkach, jako prostokat, do ktérego dochodzi jedna lub
wiecej 1linii zakonczonych strzatka i od ktdérego odchodzi pew-
na ilosé linii.

Linie dochodzgce symbolizujg wejscia ukladu, bedziemy przy
nich pisali symbole lub funkcje czasu, reprezentujgce sygna-
ty wejsdciowe /na przykiad X lub X/t/ /.




Linie wychodzace, reprezentujgce wyjscia zaopatrzymy w po-
dobne oznaczenia, dotyczace sygnaldéw wyjsciowych. W samym
prostokgcie wpisujemy transmitancje ukladu. Prawidiowo nary-

sowany UW0 przedstawia rys. 4.

Rys.4 Transmitancja

Poniewaz uklad przy tym sposobie notacji zastigpiony zo-
stal rysunkowo blokiem, wiec schematy takie jak rys. 4 nazy-
wamy SCHEMATAMI BLOKOWYMI. Znajgc strukture systemu i trans-
mitancje jego poszczegdlnych ukladéw mozna narysowaé schemat
blokowy systemu.

6. Stosunkowo czesto zdarza sie, Ze znamy sygnaly wejscio-
we i1 sygnaly wyjsdciowe, natomiast ich zZwigzek i wzajemna za-
leznoéé jest nieznana. Jak na przyklad okreslié transmitan-
cje wigzgcg spostirzezenia wzrokowe z ruchami reki u czlowie-~
ka?

¥ przypadku niemoznoSci okreslenia transmitancji rysujemy
schemat blokowy podobny jak poprzednio /rys. 5/, ale zamiast

/

//
7.

—“/

Rys. § "Czarnma skrzynka"



J
lizuje to nasza niewiedze o wewnetrznych zaleznosciach
¥

] =) e 4 mv an tr o &1 . vmh
1 zakreskowujemy wnetrze bloku. Symbo-

w
o sie w tym przypadku nazywaé¢ CZARNA

Ukladem jest zwykla waga uchylna /ze wskazdéwkg/. Przyjmu-
jac, ze wielkoscia wejdciowg jest ciezar ciala wazonego
/Q/, & wyjsciowa wychylenie wskazéwki /L/ okreslié postaé
funkeji /1/.

XXX

Poniewaz w dobrej wadze wychylenie jest proporcjonalne
do ciezaru, wiec
L=kQ,

gdzie k jest wspéiczynnikiem proporcjonalnosci, wyrazaja-
ym ilos$é dziatek na jednostke cigzaru.

0

Z¥e rozwigzanie tego zadania kosztuje ponowne przeczyta-
nie punktéw 4. 5. i 6.

Dla ukladu z poprzedniego zadania okreslié transmitancje
i schemat blokowy.

XXX

Zaleznosé proporcjonalna ma te witadciwosé, ze wspdiczyn-
nik proporcjonalnodci jest czynnikiem, przez ktéry mnozo-
ny jest sygnal wejsciowy dla otrzymania sygnalu wyjscio-
wego, speinia wiec role transmitancji. Schemat blokowy

przedstawia rysunek 6. ¥ przypadku trudnosci z zadaniem

Rys. 6 Schemat blokowy
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Schemat blokowy fotokomorki

dcia ma postaé:

Czy mozliwe jest w poprzednim przykiadzie okreslenie
transmitancji? Dlaczego?

=X

Niemozliwe, poniewaz zaleznosci I = F/ @ /
przedstawié w postaci iloczynu pewnego mnoznika i zmien-
nej @.

Jakie nalezaloby uczynié zalozenie, aby okreslienie trans-
mitancji stalo si¢ mozliwe? Jaksg mialaby ona wowczas po-

stad?

nie da si






0.

=X

Funkcja przejscia ma postaéd:
W - W
W et L (S0
s 0
1
Transmitancje mozna wprowadzié, zakXadajac /co jest nieco
mniej uzasadnione, niz w poprzednim przypadku/, ze W

o
stanowi pomijalnie mals czesé calkowitej wartosci W. Wiw-

czas
w W

W=S—1- S oraz G = —5—1-—
s | i

Przyklad jest celowo tak dobrany, aby byl w peini ana-
logiczny do poprzednio omdwionego. Jesli jednak nie odnio-

stes sukcesu, proponujemy zapoznanie sie z ksigzka:
A.Lerner "Zarvs cybernetyki".

Niech ukladem wzglednie odosobnionym bg¢dzie odbiornik ra-
diowy. Jako wejécie rozpatrywaé bedziemy galke regulatora
sity gosu, a jako wyjsScie gofénik /wielkosSciz wejSciowg
bedzie kat polozenia galki, a wyjsciowg sita glosu/. Ja-
kie zatozenia trzeba przyjaé, aby wprowadzié pojecie
transmitancji? Jakg ma ona postaé?

XXX

Trzeba zalozyé, %Ze w rozpatrywanym przedziale czasu nie
zmienia si¢ intensywnosé sygnalu docierajacego do anteny.
ZaY¥ozenie to uzaleznia nasze rozwazania od czynnikdéw po-
zaukladowych, takich jak si}a propagacji,radiostacji i
stan atmosfery. Czynniki takie zwykle nazywamy Z A K L o-
C ENTIAMI. Dodatkowo potrzebne jest zalozenie, ze
zakres zmian rozpatrywanych wielkosci jest daleki od ogra-
niczen, to znaczy, ze galka nie jest dokrecenaz "do oporu"
i ze glosdnik ma jeszcze rezerwe mocy. Przy tych ograni-
czeniach mozemy przyjaé, ze sila gtosu jest proporcjonal-
na do polozenia gatki i napisad: "

I = q &,




o

P.

n
w

gdzie g jest po 1, I - intensywnoscig
dzwigku, zas A Dla ciekawych warto
lodaé¢, ze nasze subiektywne odczucie giosnosci nie pokry-
wa sie z natezeniem diwieku wyrazanym moca giosnika; po-

miedzy wielkosSciami tymi istnieje zaleznosé logarytmiczna,

e
powodujgca, ze diwiek 10 razy silniejszy styszymy jako za=-
1 5

opien glosniejszy. Mechanizm ten, stanowigcy

P ot

obrone e
obdIrong O

nizmu przed zbyt silnymi dévigekami jest uwzgle-

dniany przy konstrukcji odbiornikéw przez wprowadzenie

Niech naszym UWO bedzie system ekonomiczny, w ktérym war-
tosé inwestyeji I bedzie proporcjonalna do wielkos$ci do-
chodu narcdowego brutto D. Ponadio istnieé bedg pewne in-
westycje stale w wielikosSci IO, pomijalnie mae przy zgru-
bnych obliczeniach.
Podaé postaé funkcji przejscia i transmitancji.

XXX
Funkecja przejscia I = k D + In, transmitancja wynosi k.
Poprawna odpowiedZ w dwu ostatnich pytaniach upowaznia do
odpowiedzi na dwa nastepne pytania, pomyiki kosztujg po-
nowne czytanie punktdw 4 i 5.
Celem wykrycia zaleznodci pomigdzy zamoznoécig pojedynczej
rodziny Q, a iloscig zuzywanej przez nig energii elektry-
cznej p wykonano badania statystyczne, ktérych opracowa-

ne wyniki zestawiono ponizej:

zamoznosé @ [ o

-
V]
[X]
'S
91
(o}
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N
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W
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.
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e
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Traktujemy rodzine jako czarna skrzynke, /rys. 8a/, ktorej
wejscien jest zamoznosé Q /Sredni dochdéd na jednego czion-

ka rodziny/, a wyjsciem calkowite zuzycie energii elektry-







stuani

Kamied i m uptywajgcy do chwi
w

adanie kamienia

X = i t°

W ktorym g oznacza przyspiesz rzyrost pregdkosci na

ot
s
@
o o

jednostke czasu/, z zystkie ciaza w polu

staia 1 wynosi okolo

10 m.s" %/ x Jeést .drogg, jaka przebyi kamien, a t czasem
Spadania. Pomijajgc opdr powietrza i czas rozchodzenia sig
dzwieku upadku mozna wige przyjgéd, ze gigbokosé studni wy-
Taza si¢ wzorem:




gdzie H jest glebokosciz, a T czasem od chwili upuszcze-

nia kamienia do chwili us}tyszenia plusku. Zaldzmy, Ze zna-
my glebokosé studni w normalnych warunkach H i odpowia-

= )

dajacy tej glebokosci czas 1 /Oczywiscie z cabay b A 7
Glebokosé studni ulega makym zmianom na Shdueh deszczu

lub dlugotrwaltej suszy oA H, co powoduje zmiany wielkosci
czasu spadania o & T. Obliczyé transmitancje wiazgca przy-
rosty czasu spadania /wielkos¢ wejsciowa/ z przyrostami
glebokosci studni. /wielkos$é wyjsciowa/. Ocenié, kiedy po-
miar bedzie dokladniejszy: prazy matej czy duzej glebokos-

ci studni Ho?

Wychodzac z zaleznosci:
= B 1 /2
H°+AH~2/T°+ AT/
i uwzgledniajgc, jak poprzednio, ze T D) AT otrzymamy
gH
AE=—>2AT
czyli transmitancja wynosi gHo. Pomiar jest tym dokiad-
ntejszy, im mniejsze przyrosty A H odpowiadaja tym samym
przyrostom AT, poniewaz przy pomiarze czasu mozemy popei-
nié drobny blad, ktéry powinien mozliwie male wpiywadé na
okreslenie glebokosci. Wynika z tego, ze dla minimaliza-
cji bledu wartodé transmitancji powinna byé maia, co 0z-
nacza w efekcie, ze pomiar bedzie dokladniejszy w piyt-
szej studni /mniejsze HO/.

7. Podczas rozwigzywania zadad testowych pojawilo sie
kilka nowych pojeé, ktdére mozna obecnie sformulowaé w
sposéb scisty. Uktady, dla ktérych potrafimy okresli¢
transmitancje, nazywalismy L I NI O W Y M I, poniewaz
funkcja przejécia dla tych ukladéw miaka ogélnz postaé:

wielkosé wyjsciowa = wspéiczynnik . wielkos¢ wejsciowa



Tzednych /rys. 9 /, na ktdrego osi pionowe
Wielkosci wyjsciowe, a na poziomej wejsciowe,
linii prostej.

V4 2

Rys. 9

X

Zaleznodé liniowa

W4

Nieco bardziej ogdlnie mozna stwierdz

bedg wszystkie te obiekty, /ukady vzgle
2J

dla ktérych istnieje operator G

P
=
™

speir

warunek a d d y

o
-

wanao

Jednorodnosé
pomnozony przez dowolng 1 i
dziaXania

Pemnozeniem wyniku

t¢ liczbe

@
o
b

s
®
o
B
B
o
=

oznacza, ze dziatanie opera

odktadamy

postaci




L = >3
AgX + B # q (:A'-; + B)

przypadku niewykonania tego

=1

Jeszecze raz uwaziznie przeczytac¢ punkt 7.

Udowodnij, Ze operacje rézniczkowania i catkowania sg ope-

rnic zkowanie /znaj-

ratorami liniowymi. Przypominamy, Zze r
%
}

dowanie pochodnej funkcji/ polega na znajdos u granicy

ilorazu réznicowego

QXL - 1im Y/x + b/ - Y/x/
dx n

a calkowanie jest w stosunku do rézniczkowania operacjs

odwrotng.
XXX

Wprowadzamy dwie funkcje zmiennej X:Yl/x/ iY,/x/. Mamy

wtedy:
d Yl/K/+/Y2/XJ e Yi/th/+Y2/x+n/—Yi/xx—Yz/X/
dx h—#o0 h .
Yl/x+h/—Y1/x/ Y2/X+h/—Yq/x/ day, /x/ dYZ/x/
= 1lim —— 4 lim = = = +
h=—s0 h h->o h dx dx
oraz
d /x Y/x// kK Y/x+h/=kY/x/ [ /x+h/=-Yx/
——d.—x_— = lim = k llm i 1 RS, e s =
h->»o0 h h—>»o0 h

- i aY/x/
dx

Liniowosé operatora rézniczkowania zostala wykazana.






i podobnie

2
Y= /gx/2 = 92%x% ¢ qx°

Nieprawidiowa odpowiedZ dowodzi, Ze albo nieuwaznie czy-
tasz, albo jested zmeczony. Zréb krétka przerwg, a potem
przeczytaj wszystko, poczynajgc od punktu 7 jeszcze raz.
8. W pytaniach testu 3, poprzedzajacych punkt 7 wska-
zano, ze niekiedy uk*tad N I EL I NI O W Y moze zostaé
zlinearyzowany przez przyjecie odpowiednich zalozen. Poz-
naliémy dwie metody LINEARYZACJI:pomijanie nieistotnych
ektadnikéw 1 linearyzacje wokél pewnego ustalonego punktu,
przeprowadzana dla matych przyrostéw. Obie te metody sg
chetnie 1 szeroko stosowane w cybernetyce przy okreélaniu
funkcji przejécia, czy transmitancji ukladdéw. Proces okres-
lania funkcji przejécia dle ukladu, ktéry uprzednio byl
"czarng skrzynkg", nazywamy I DENTYFIKACJ A
Podczas indentyfikacji niemal zawsze konieczne jest pomi-
janie wpiywu caXego szeregu czynnikéw, ktére sg albo nie-
kontrolowane, alho maja trudny do uchwycenia wplyw na pra-
ce ukladu. Przyktad tego typu procedury mielismy w tedcie
dotyczgcym funkcji przejécia odbiornika radiowego.
Uméwimy sie, podobnie jak w tedcle, nazywa¢ w 8 z y 8 i~
k 1e niekontrolowane w ielkos8ec
we Jécilowe do uktadu ZAKLOCENTIA-
M I. Jest to bardzo wazne pojecie, wielokrotnie uzywane

dalszych rozwazaniach.

TEST 5

Jezeli naszym ukladem wzglednie odosobnionym bgdzie pie
wielkodciq wejéclowg 1l08¢ dostarczanego paliwa
clowyg temperatura pieca T, to jakie potrafisz wymienic za

ktécenia?

XXX

Zakl6ceniami beds wezystkie czynniki wplywajgce

koéé wyjéciowg, a nie bedgce wielko$ciaml wejsdciowymi,

zatem:
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kierownica, wyjs

nie interesujemy

XXX

Vieréwnosci drogi, boczny wiatr, niewlasciwe ustawieni

i
11

Wywazenie ké%.

szystkie dotychczas rozwazania prowadzone byl
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zakladem

plan produkcji wyrazony w

wyprodukowanego towaru pierwszeg
planowane koszty remontéw Y.
11 ng, oraz G13’
XXx
0. Iransmitanc jg G11 Jest udziat towaru pierwszego w planovwa-

G,, udziat towaru drugiego, a G,. udzi
i2 13

udzial
Temontow. Oczywiscie trez smitancja G,. jest ujemna.

ans 4
13
K0Scl wyjsciowe sa okresglon
X

Wiel-

ne roéwnaniami:

6 = G

1 11 7%

}3 = G13 K1
Jezeli podczas odpowiadania miates wagtplivwosei, prze-
Zyta] jeszcze raz punkt 9 zanim pPrzystigpisz do czytania
Nastgpnego pytania.

£+ Niech UWO bedzie pewien obszar uprawny. VWielko

3

Sciami wyjé-
ciowymi beda przyrosty plondw zyt

a /YI/ i pszenicy /Y./
uzyskiwane dzieki stosowaniu nawozow
/X475

sztueznych: azot
potasowych /X,/ i fosforowych /X./.




Doswiadczalnie stwierdzono, Ze przyrost plondw zyta

wynosi "a" procent na kilogram nawozu 2zOLOWego, i R
procent na kilogram nawozu potlasowego i "c¢" procent na
kilogram nawozu fosforowego.

Idetyczne dane dla pszenicy wynoszg: "d" dla nawozow
azotowych, "e" dla potasowych i nf" dla fosforowych.

Okreslié wszystkie mozliwe transmitancje.

xxx

Transmitancje wynoszg:

G =a, G =b, G =c, G = d, G22 = e, 632 = 1.

11 21 31 12
Zrobiono tu silne zalozenia, Ze przyrosty plonéw wywolane
stosowaniem poszczegélnych grup nawozéw, sumujg sig, oraz ze
przyrost plondw jest proporcjonalny do dawki nawozu. Ich po-
prawnosé nie bedzie tu dyskutowana, gdyz nie chodzilo o ana-
lize plonéw, lecz o przyktad stosowania metod cybernetycz-
nych.

10. Analiza uktadéw wielowymiarowych jest mocno skompliko-
wana nawet w przypadku, kiedy daje sie okreélié wszystkie
transmitancje i kiedy wypadkowa wielkosé wyjsciowa ukladu
jest sumg wielkosci wyjsciowych pochodzgecych od poszczegbl-
nych wej$é ukladu. TrudnoSci jednak rosng niezwykle szybko
przy dopuszczeniu nieliniowych funkcji przejsé. Poza mozliwos-
ciami nieliniowych zaleznosci, wigzacych odpowiednie wejscie
z rozpatrywanym wyjsciem, nalezy uwzgledniaé wowczas nieli-
niowe zaleznosci pomiedzy wejsciami w postaci iloczyndw lub
bardziej ztozonych funkcji wielu zmiennych. Rozpatrzmy naste-

pujgcy przykiad:

TEST 7

P. Niech ukZadem wzglednie odosobnionym bgdzie transporter
tasmowy przenoszacy material sypki /rys. i1/. Niech wejs~
ciowymi wielko$ciami bedg: ilo$é materiaiu-/w kilogramach
na metr/, przypadajaca na jednostke diugosci Q 1 predkosd

biegu tasmy /w metrach na minutg/ V, zaé wielkogcig wyjs-




ciowg niech bedzie szybkoS¢ gromadzenia sig materialu syp-
kiego na kolicu przenosnika W /w kilogramach na minute/.

a b

Rys. 11 Transmitancja przenosnika tasmowego

Wyznaczyé funkeje przejsdcia ukladu. Czy, i w jakich oko-
licznosciach mozna by tu méwié o transmitancji?

XXX

Il0o8é materiatu gromadzona na kofcu przenos$nika w jedno-
Stce czasu jest zwigmana z szybkoscig przenosnika i jego
zapelnieniem zaleznosdcig nieliniowa:

W=Q .V
Wptywu jednej wielkosSci wejéciowej nie da si¢ rozpatrywad
% oderwaniu od drugiej, nie mozna zatem méwié o transmi-
tancjach G11 i G21. Mozna jednak przyjaé zatozenie, ze na
przyklad predkos$é przenosnika jest stals, natomiast zmien-
ny stopien zapeinienia przenosnika Q wywiera wpiyw na
wyjScie uktadu /mozliwe jest réwniez zalozenie odwrotne/.
Jednakze wowczas mamy juz do czynienia z ukladem Jednowy-
miarowym, gdyz drugie wejscie /predkosé tasmy/ przestalo

przenosi¢ informacje przy raz na stale ustalonej predkos-

Q

eli. Pr

§é ta stanowi wdwczas liczbowa wartosé transmi-

tancji ukXadu /rys. 1ib/.

Niech UWO bgdzie zak}ad produkcyjny, ktdrego wejsciami sg
liczba zatrudnionych robotnikéw N i Srednia wydajnosé pra-
¢y ¥, natomiast -wyjsciem jest wartosé uzyskanej produkcjiP.




P.

0.

Jakie transmitancje mozna tu wyréznié?
Przyjmjemy, 2e P = N . W

XXX
Mozna wyréznié transmitancje NFP i transmitancje NP 6/
Transmitancje NP otrzymujemy, gdy zaltozymy, Ze wydajnos8é
pracy W jest stala. Ta stala W pelni wiéwezas role transmi-
tancji. Transmitancje WP otrzymujemy, gdy iloé€é zatrud-
nionyveh jest stala, natomiast zmienia sie¢ wydajnosé.
Transmitancjg jest wéwczas staXa liczba N.

ii. Dla usystematyzowania zapisu transmitancji ukladéw
wielowyniarowych wprowadzimy notacje wektorowg dla ozna-
czell wielkoSci wejSciowych i wyjéciowych i macierzowg dla
oznaczen transmitancji.

Najpierw krétkie przypomnienie z matematyki:

Wektorem w» przestrzeni n-wymiarowej mozemy nazywaé upo-
rzadkowany zestaw n liczb, z ktérych pierwsza mozemy utoz-
samiaé z pierwszg wspdéirzedng konca wektora, /z wielkos-
ciag odcinka odlozonego na pierwszej osi prostokgtnego
ukladu wspéirzednych w tej przestrzeni/, druga - z drugs
wspéirzedng i tak dalej, az do n-tej wspéirzednej. Poczg-
tek wektora umieszczamy w poczgtku ukladu wspéirzednych.

TEST 8

1

Narysuj w ukladzie wspéirzednych na plaszczyZnie wektor
[2,3]. Poczatek wektora polgcz z kolcem odcinkiem ze
strzatka przy koincu wektora.

XXX

Rozwigzanie przedstawia rysunek 12. Jezeli popeinites
blad przeczytaj koniecznie jeszcze raz punkt 11, a naste-
pnie odpowiedz na nastegpne pytanie, w przeciwnym wypadku
czytaj od razu punkt 12.

6/Transmit.a.nc,ja NP aznacza, ze jako wielkosé /jedyna/ przy-

Jeto N, a jako wyjsdciowg P. Pozostale oznaczenia sg analo-
giczne.



Xy

Rys. 12 Wektor na ptaszczyZnie
P. Narysuj /stosujgc perspektywe/ mektor [1, 2, 1].
xxx

0. Rozwigzanie podaje rysunek 13. W przypadku trudnosci na-

X3 |
11~

Rys. 13 Wektor w przestrzeni

lezy zapoznaé sie z odpowiednim podrecznikiem algebry 1i-
niowej lub geometrii analitycznej np. W.Smirnow "Matematy-
ka wyzsza", Tom III cz. pierwsza.7

i2. W postaci uporzadkowanego zbioru liczb /wektora,
Podawaé bedziemy aktualne wartodci wielkodci wejsciowych

T r——
*/ W.Smirnow: Matematyka wyzsza, PWN, Warszawa 1965.
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rzedna/, nastepnie na drugim, t

Wektor tak utworzony nazwiemy wektorem wejsciowym i

czymy go X, uwazajac, Ze ma on wspdirzedme /X, X:ﬂ...."
Zupelnie identyecznie, uwazajgc wielkosci wystgpujgce na
kolejnych wyjsciach ukadu za kolejne wspdirzegdne wektora
w m-wymiarowej przestrzeni, wprowadzimy wektor wyjsciowy,
ktéry oznaczymy przez Y, wyrézniajac jego kolejne wspoi-

rzedne /Yi’ Yor eves Y /o

TEST 9

(WS
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Jezeli uklad wielowymiarowy ma oslem wejsé i trzy wyjsc
a ile

to ile wspéirzednych bedzie mial wektor wyjsciowy X,
wektor wyjsSciowy Y?

XXX

Wektor wejSciowy bedzie mial osiem wspdirzednych, ponie-
waz na kolejnych wspdirzednych podawane bedg wartosci
wielkoscl wejsciowych kolejnych osSmiu wejsé, z tych sa-
mych powoddw wektor wyjsSciowy bedzie mial trzy wspéirzed-
ne.

Jezeli nie odpowiedziales$ musisz jeszcze raz czytad
punkt 12., a nastgpnie odpowiedzieé na nastepne pytanie,

inac¢zej zaraz czytaj punkt 13.

Okredl ilosé wspéirzednych wektora wejsciowego i wyjscio-
wego we wszystkich trzech pytaniach testu 6, nastepujgcych

po punkcie 9.
XXX

wektor wejsciowy 2 wspéirzedne, wektor wyjsciowy 1 wspdéi-
rzedna
wektor wejéciowy 1 wspilrzedna, wektor wyjsSciowy 3 wspdi-
rzedne
wektor wejsdciowy 3 wspéirzedne, wektor wyjsciowy 2 wspdi-
rzedne

13. Przy speinionym warunku liniowosci uk}adu kolejne
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skiadowe wektora wyjsSciowego mozna otrzymaé przez zsumo-
L

wa

o

ni szystkich skiadowych wektora wejsciowego, POmNOZO~
nych przez odpowiednie transmitancje GJK' Mozna to zapi-
saé w postaci ukladu rdéwnan:

/3/

‘m = Gyp Xy + Gpp Xp + G X3 + oe0 + G X
Wspéiczynniki tych réwnan Gy, stanowig odpowiednio
oznaczone /zgodnie z oznaczeniami przyjetymi w punkcie 9./
transmitancje Xaczace odpowiednie wyjscie i wejsécie. Utwo-
rzymy teraz macierz wspéiczynnikéw, bedacy prostokgtng ta-
blicg liczb o wymiarach n kolumn i m wierszy. Pomnozenie
Prawostronne tej maciercy przes wektor wejdciowy X daje
prawe strony réwnad /3 /. Przypominamy, %e prawostronne
mnozenie macierzy przez wektor oznacza mnozenie macierzy
Przez wektor nastepujgcy po macierzy. Dzialanie to jest
wykonalne tylko w przypadku, kiedy ilosé wspdéirzednych
wektora jest réwna iloSei kolumn macierzy. Wynikiem jest
kolumna sum, ktérej k-ta wspéirzedna powstaje przez zesu-
mowanie iloczynu pierwszego elementu k-tego wiersza macie-
T'zy przez pierwsza wspdirzedng wektora, plus drugi element
k-tego wiersza razy druga wspéirzedna wektora i tak az do
n~tych skiadewych.
Wynika z tego, #e réwnanie /3/ mozna przedstawié w postaci
macierzowej :

Mr,1 le,, 6,, & .| [x,]
1| |11 G20 OBaq cor Gpy | |%y
Ta| |%12 G2z B33 < Gyp| |Xp| /34
{ | | o i | |
I...Ym_ol LGlm G?.m Gopy v Gnm_‘. ;_Xn_j




Zestawienie wzoréw /3 1 3a/ powinno rozproszyé reszte
watpliwosci co do sposcbu mnozenia maclerzy przez wekto-
ry i istoty przyjetej notacji. Ewentualne niejasnosci
warto usungé w oparciu o wskazang wyzej literature.

Reasumujgc, po wprowadzenin n-wymiarowege wektiora
wejéciowego X, m-wymiarowego wektora wyjéciowego Y 1 1i-
czacej n kolumn { m wierszy macierzy transmitancji G mo-
zemy pelny opis liniowego ukladu wielowymiarowego przed-
stawié w postaci réwnania /3a/, ktére krécej zapiszemy
relacja macierzowg:

‘ Yy =[c] x /4/

Widaé, 2e macierz G w relacji tej peini role transmi-
tancji, rozsgdnym wigc bgdzie nazwanie jej transmitancjg
macierzowy.

TEST
P. Pomné2z prawostronnie macierz A przez wektor B:

A= | B=|6
l1. o L2

Lk

0. ¥ wyniku otrzymjemy wektor [A] B = [28J

Prawidiowa odpowiedZ zwalnia od koniecznosci robienia na-
stepnego zadania.

P. Pomnéz prawostronnie maciers G przez wektor X, jeéli

€3 Oy %]

ij

81,%y + 83,%, |

0. Wynik wynosi [G] X = .

EyoXy + B32%;

W razie zlej odpowiedzi nalezy jeszoze raz przecsytad



bPunkt 13.

3. Przestrzed standéw. Trajektorie.

i. Stwierdzilidmy uprzednioc dwa fakty: po pierwszse,
Zbiér wielkosci wyjsciowych wystepujgcych odpowiednio na
wszystkich wyjsciach w danej chwill czasowej mozna przed-
Stawié w postaci wektora wyjéciowego, albo, innymi sZowy,
Punktu w pewnej przestrzeni. Przestrzed ta ma tyle wspéi-
rze¢dnych /jest tylo-wymiarowa/, ile jest wyjsé ukladu;

Po drugie, poniewaz wielkosci wyjéciowe sg zwykle zmienne
% czasle, zmieniadé sig bedg w czasie réwniez i wspéirzed-
Bé punktu w rozpatrywanej przestrzeni, co obserwowaé bg~
dziemy jako ruch punktu. Przyjmujgc do$é rozsadne zaloze-
hie, ze wielkodci wyjséciowe zawieraja pelns informacje o
aktualnym stanie ukladu /wiadnie w ten sposéb nalezy je
Wybraé, aby zawieraly peing informacje/, zgodzimy si¢ naz-
waé przestrzer, o ktérej mowa, PR ZES TR ZENT 4
STANOW. Zmiany wielkosci wyjéciowych powodujg, ze
Polozenie punktu, obrazujgcego stan aktualny bedzie sie
Zmienialo. Punkt ten bgdzie wedrowal w przestrzeni stanéw
PO pewnym torze, kitéry nazwiemy TRA JEK T OR I 4.

2. Opis zachowania sig uktadu w oparciu o przestrzen
Stanu i trajektorie wbrew pozorom jest duzo prostszy, niz
Opis zachowania sig¢ ukladu poprzez podanie przebiegéw cza-
Sowych na wszystkich wyjdeciach ukladu. Zanalizujmy =rysu-
Bek 1i4a. Przedstawia on czasowe wykresy dwu wyjéé ukladu
Uk}adu wzglednie odosobnionego. Przyznajmy, %e stosunkowo
Riewiele potrafimy powliedzieé o zwigzkach pomigdzy tymi
Przebiegami. Przeniesmy sie teraz do przestrzeni stanu,
ktérej wspéirzednymi s rozpatrywane wyjécia. Narysujemy
tl‘a:jektorie-nanoszqc punkt po punkcie wartosci obydwu
Wspéirzednych dla kolejnych chwil czasu /na rysunku poka-
Zano sposéb nanoszenia punktu odpowiadajgcego chwili t /
Teraz, na podstawie trajektorii przedstawionej na rysunku
14b potrafimy powiedzieé nastepujace rzeczy: Oba przebie-




Rys. 14 Konstrukeja trajektorii

gi sg periodyczne i posiadajg ten sam okres, poniewaz
trajektoria jest linig zamknietsg /po upiywie pewnego
czasu powracamy do tych samych punktdéw na trajektorii,
czyli wartosdei zaréwno X4 jak 1 x, okresowo powtarzajsg
sie/. Amplituda przebiegu =, jest wieksza niz amplituda
przebiegu Xos ponadto amplitudy g3 przybierane na prze
mian: wielkosé Xy Jest maksymalna doktadnie wtedy, kiedy
Jest réwna zero i na cdwrét. W miare uplywu czasu

punkt porusza si¢ po trajektorii zgodnie 2z ruchem wska-

zéwek zegara.

TEST
P. Narysuj trajektorie dla UWO0, ktérego dwa wyjscia generu-

ja przebiegi opisane réwnaniami:

11 = A 8in t A B - stale, dodatnie.

x, = B cos t
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WSKAZOWKA: Nie rysowaé przebiegéw x, 1 x, v funkeji czasu,
tylko wstawiajgc kolejno wartosci czasu t w nieduzych od-
stepach obliczaé wartosci x, 1 x, 1 wyrysowaé kolejne pun-
kty na plaszczyinie standw.

XXX

Poprawne rozwigzanie stanowi elipsa o diuzszej osi wyno-
szgcej 2A 1 skierowanej poziomo, ktrétszej osi wynoszgcej
2B 1 skierowanej pionowo oraz o Srodku w poczgtku ukZladu.

Niech podobnie jak w zadaniu poprzednim UWO ma dwa wyjsécia
ktérych stany w kolejnych momentach czasu opisujg réwnania:

xi = gin ¢
X, = sin 2t
Jakie wnioski mozna wyciggngé z trajektorii?
XXX

Trajektoria przypomina poziomo polozong ésemke. Widaé
z niej, Ze oba przebiegl wyjsciowe zeruja sie réwnoczesnie
/trajektoria dwukrotnie przecina poczatek ukadu/, ze 83
oba periodyczne /trajekria jest linig zamknieta/ i ze
przebieg x, przyjmuje wartosci maksymalne dwa razy czef-
ciej niz przebieg Xy

W przypadku napotkania trudnosci nalezy zapoznaé sie
z ksigzka: A.Lerner "Zarys cybernetyki®.

3. Poniewaz na przebieg czasowy wyjsciowych wielkodci
ukladu majg wplyw /poprzez odpowiednie funkcje przejécia/
wielkoscl wejsciowe, wigec ruch w przestrzeni stanu jest
sterowany przez wielkosci wejéciowe ukXadu. Sterowanie to
moze polegaé¢ na wyborze jednej z kilkan mozliwych trajekto-
rii, wyborze kierunku i sposobu poruszania sig po zadanej
trajektorii lub moze pozwalaé na zupeinie dowolne ruchy
% przestrzeni standw, czyli na swobodny wybdér ksztaltu
trajektorii. Z punktu widzenia najszerszej teorii ten os-
tatni przypadek jest najbardziej interesujgcy, jednakie




bgdziemy starall sig¢ w niniejszej kslgice ograniczaé do
przypadkéw, kiedy trajektoria jest ustalona, gdyz uprasz-
cza to rozwazania.

TEST

Niech UWO ma jedno wejscie i dwa wyjscia. Wielkosci
wyjsdciowe na wyjsciu pierwszym /Yi/ mogg przyjmowaé wy-
tacznie wartosei 0, +1, 1 +2. Wielkodci wyjsciowe na dru-
gim wyjsciu /Y2/ mogg przyjmowaé wylacznie wartosci +1,
+3 1 +5. Na jednym wejsciu /X/ mogg sie¢ pojawiaé sygnaly
o wartosciach +1, -1, -2, przy czym sygnal +1 powoduje
zniekszenie wielkosci wyjéciowej Y1 do nastepnej mozliwej
wartodci /o ile ruch Jest niemozliwy pojawienie sig wiel-
koSci wejsciowej nie wywoluje skutku/, zad wielkosé wyjé-
cliowa Y2 pozostaje niezmieniona. Sygnal -1 na wejsciu po-
woduje zmniejszenie /o ile to mozliwe/ wielkosSci wyjscio-
wej Y, do nastepnej mozliwe] wartosci, bez zmiany wartoseci
wielkosci wyjsciowej Y2. Sygnaty +2 1 -2 powodujg analogi-
czne zmiany wielkosci wyjsdciowej Yz, pozostawiajgc bez
zmian wielkogé wyjéciowa Yi' a mianowicie sygnal +2 powo-
duje zwigkszenie wielkosci Yz do nastepnej mozliwej / o
ile nie jest juz osiggniete maksimum/, zad sygnal -2 powo-
duje zmniejszenie Y5e

Narysuj przestrzen stanu opisanego ukladu, sytuujgc os
Y1 poziomo, a os Yz pilonowo. Zaznacz wszystikie punkty, w
ktérych uklad moze si¢ znajdowaéd.

xxx

0. Poréwnaj rysunek 15, w przypadku wystgpienia réznic konie-
cznie jeszcze raz przeanalizuj zadanie i ewentualnie
przeczytaj punkty 1, 2 i 3.

P. Jaki ksztalt bedzie miala w poprzednim zadaniu trajektoria
gdy uklad poczgtkowo znajdowal si¢ w punkcie 0,1 i podano
sygnaly:

+1, +1, +1, +1, =1, -1, -1, -17
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Rys.15 Przestrzen stanu

XX

Trajektoria bedzie linig poziomg polozong na wysokosci

1 nad osig Yi' Uklad porusza sig¢ po tej trajektorii naj-

pierw na prawo, a potem na lewo i wraca do punktu wyjscia.
Jedli odpowiedZ twoja byla prawidiowa 1 pelna, pomin

nastepne pytanie, w przeciwnym przypadku odpowiedz na nie.

Jak wygladaé bgdzie trajektoria tego ukladu, jesli w chwi-
11 poczatkowej uklad znajduje si¢ w stanie 1,3 , czyli

na wyjsciu Y, jest wartoéé 1 a na wyjsciu Y, wartosé 3,

a nastepnie otrzymuje serig sygnaléw na wejsciu: -1, +1,
+1, -1, +1, +1°?

XXX
Trajektoria jest linia pozioms lezaca na wysokosci 3 nad

osig Yi' Uktad wykonat ruch w lewo, w prawo, znowu w lewo
i jeszcze raz w prawo konczgc ruch w punkcie 2,3 .

Jaki ksztait majg trajektorie powstajgce przy podawaniu
sygnatéw zXozonych z ciggdéw +2 1 -2?

XX

Sa liniami pionowymi, ich polozenie na plaszczyinie stanu
zalezy od polozenia punktu, w ktérym byl uklad w chwili




P.

zalezy od sposobu podawania

poczgtkowej, zas sposéb ruchu

sygnaléw +2 i -2 na wejsciu.
Jezeli nie odpowiedziale$, przeréb nastgpujgcy przy-

k¥ad:

Narysowaé trajektorig¢ dla omawianego ukladu, powstajacs

w wynika podania do ukladu, znajdujgcego sie¢ w chwili po-

czatkowej w punkcie 1 , ciggu sygnaldw: +2, +2, =2, =2,

+2, =2, =2. Wykonaj to samo dla ukladu znajdujacego sig

w chwili poczgtkowej w stanie 2,5 .

W jakim stanie korcowym znajdzie sig uklad, jedli na po-
czgtku znajdowal sie¢ w stanie 1,3 , a nastepnie poddano
sekwencje sygnaldéw wejsciowych: -1, -2, -1,+2, +2, -1, +2,
-2, +1, +2, +1, +1, =27

XXX

Punktem koicowym jest 2,3 .

Jedli otrzymates$ inny wynik przesledf jeszcze raz zacho-
wanie uk}adu, az do uzyskania prawidlowej odpowiedzi.

4. Orypginal i model. Izomorfizm a homeomorfizm. Modele
matematyczne.

1. Dwa uklady wzglednie odosobnione mogg byé pod
réznymi wzgledami podobne. Podobiedstwo to moze byé czy-
sto zewnetrzne, np. polegajgce na podobiendstwie wielkosdei,
koloru czy ksztaltu. Jak latwo si¢ domyslié, ten rodzaj
podobienistwa bgdzie dla nas najmniej interesujgcy. Istnie-
ja jednak uklady podobne pod wzgledem funkcjonalnym, po-
dobne pod wzgledem prawidel przetwarzania informacji w
nich zachodzgcych i ten wtasnie rodzaj podobieﬂstéa wed-

miemy teraz pod uwageg.

2. Jezeli dwa uklady charakteryzuja sig¢ podobien-
stwem prawidel przekazywania lub przetwarzania informacji
to o jednym z nich mozZemy powiedzieé, Ze jest M O D E
L B M cybernetycznym drugiego uk}adu. Naturalnie w sen-

sie tej deTinicji kazdy ukiad jest sam wiasnym modelem.




Pojecie modelu jest bardzo cenne i chetnie stosowane, po-
niewaz zdarza sig, 2e trudno jest badaé jeden z dwu podo-
déw i woweczas mozna postuzyé sie¢ badaniami mo-
delu. Procedura taka jest uzasadniona, jesli tylko w pelni
zdajemy sobie sprawe, jak daleko sigega podobiedstwo pomie-
dzy modelem a jego oryginaiem.

Przyktad 1

Podczas prac projektowych nad nowymi typami samolotéw za-
chodzi zwykle koniecznosé okredlania ich wlasciwosci areody-
namicznych, czyli ich zachowania podczas szybkiego ruchu w
Powietrzu. Dokonuje sie tego, ze wzgledu na ztozone oblicze-
nia, drogg eksperymentu. Jednakze niecelowe byloby budowanie
Prototypu samolotu w celu zbadania wspomnianych jego wiasdci-
wodei /badania takie byiyby nader kosztowne 1 niebezpieczne/,
wykonuje sie wigc makietg. zachowujgcg jedynie podobny ksztalt
Samolotu i bada sie jg w silnym strumieniu powietrza w tzw.
tunelu aerodynamicznym. Na podstawie tych badan mozna wpraw-
dzie wypowiedzieé sie, jak beda opiywaly samolot strugi po-
wietrza /wniosek o oryginale, wyciggnigty na podstawie mode-
lu/, jednak absurdalne byloby np. spekﬁlacje dotyczagce cig~
Zaru samolotu, snute na podstawie zwazenia jego np. gipsowej
makiety uzytej do préb.

3. Rozwazajgc relacje model - oryginal z punktu widze-
Nia cybernetyvki mozemy obydwa te uklady wzgle¢dnie odosobnio-
ne wyobrazaé sobie w postaci czarnych skrzynek. Jezeli wejs-
cia i wyjscia modelu i oryginalu sg identyczne, oraz jesli
identyczne sygnaly wejdciowe wchodzgce do modelu i oryginaiu
Powoduja powstanie identycznych sygnaiéwm wyjsciowych w mo-~
inale, to bedziemy méwili, Ze model jest IZOMORFI-
Z naciskiem podkreslamy, ze chodzi o izo-

delu i oryg
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morfizm funkcji, a nie struktury. Wiedzgc, ze jeden uklad
unku do drugiego izomorficzny mozemy, badajgc za-

1owanie sig jednego uk}adu, dokladnie okres$lid zachowanie
0

h
8lg drugiego, natomiast nie mozemy wypowiadad: si¢ na podsta-

E )

ie budowy jednege ukladu o budowie drugiego. Jedli wiec po-
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trafimy do danego UWO, begdgcego czarng skrzynks, dobraé uklad
o znanej strukturze i funkcji przejscia, ktéry bgdzie jego
izomorficznym modelem, to nie mozemy uwazaé, ze zidentyfiko-
walismy uklad; zrobilismy o wiele mniej - zrozumielismy dzia-
tanie ukladu. Dlatego naiwnym wydaje si¢ mniemanie, zZe rozwéj
elektronicznych maszyn liczacych i programéw tzw. sztuczne}
inteligencji przybliza nas do poznania struktury naszego mé z—-
gu, mozemy mieé co najwyzej nadzieje, ze kiedys zostanie zbu-
dowany jego izomorficzny model.

4. Wymaganie peinej odpowiedniosci wejéé 1 wyjéé w ory-
ginale i w modelu jest zatozeniem bardzo silnym. Niezmiernie
rzadko uda sie do danego ukladu dobraé izomorficzny model,
bardziej bedg nas wobec tego interesowaly modele odwzorowujg-
ce jedynie niektére, szczegbélnie dla mas istotne wlasciwosci
oryginalu. Modele takie, réznigc sig¢ we wszystkich nieuwzglg-
dnianych szczegélazch, w ramach swego podobiedstwa mogg byé
wykorzystywane jak modele w peini izomorficzne. Jest to wiad-
ciwie jedynie realnie istniejaca klasa modeli, poniewaz po-
migdzy kasdymi dwoma nieidentycznymi ukiadami zawsze znajdzie
si¢ jakaé drobng i nieistotng rdznice przeczgcg definicji
izomorfizmu. Takie "z grubsza podobne"” modele nazwiemy mode-
lami HOMEOMORFICZINYMI.
Homeomorfizm jest wige ograniczeniem izomorfizmu do cech wy-
gcznie istotnych. Nie ulega wgtpliwosci, %e kazdy model izo-
_morficzny jest réwnoczesnie /tym bardziej!/ modelem homeomor-

ficznym.

TEST 1

P. Czy mozna podaé izomorficzny model danego czlowieka?
XXX

0. Nie, poniewaz wszyscy ludzie réznis sie¢ pewnymi szczegé-
tami miedzy soba i nawet bliZnieta jednojajowe majg te
réznice na tyle glebokie, Ze o izomorfiZmie nie moze byé

mowy.



XXX
Czy zegar Scienny i zegarek na reke sg izomorficzne?

xxx

Mogg byé, poniewaz ich wyjécia i wejscia informacyjne sg

identyczne. Warunkowy tryb wypowiedzi wynika z faktu, e

zegar Sclenny moze posiadaé wyjécia nie majgce odpowied-

nika w zegarku recznym /np. wydzwanianie godzin/, lub od-
wrotnie /np. sekundnik/.

Jeéli Zle odpowiedzialed, przeczytaj jeszcze raz punkt 3,

Czy majac dwa uklady podobne mozna okreslié, ktéry jest
oryginalem,a ktéry modelem?

XXX

Nie, poniewaz podzial na oryginal i jego model ma charak-
ter umowny. Podzial ten wynika z faktu, ze z reguly jeden
z dwu podobnych ukladéw jest tatwiejszy do zbadania i dla-
tego uwazamy go za model ukladu mniej dostgpnego.

Jesli odpowiedziates fZle, przeczytaj punkty 1 1 2.

C2zy jeden oryginal moze mieé wiele modeli?
XX

Naturalnie, ze tak, ilosé uktadéw wykazujgcych ceche po-
dobiedstwa jest nieograniczona, a kazdy z nich moze byé
modelem wszystkich pozostalych.

Czy dwa homeomorficzne modele danego uktadu sg wzgledem
siebie izomorficzne?

xxx

Alez nie, kazdy z nich ma istotne cechy takie jak orygi-
nat, natomiast cechy nieistotne w obu modelach mogg bydé
dowolne i zazwyczaj beda w Jednym modelu inne niz w dru-
gim,

Jezell odpowiedziales bez wahania i poprawnie, mozesz
pomingé przykiad 2.
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Przyklad 2

>

Jezeli zamierzamy wykonaé jakis przedmiot metalowy, to z

reguty wykonujemy uprzednio jego rysunki. Rysunki te mozna
traktowaé jak homeomorficzny model oryginaiu /przedmiotu me-
talowego/, jeféli za jedynie interesujace cechy uznaé keztaity
przedmiotu, a nie na przyktad jego clgzar czy polysk. Jesli
przedmiot jest wystarczajgco prosty, mozemy rysunek zastgpié
opisem slownym, ktéry réwniez stanowié bedzie homeomorficzny
model przedmiotu, jefli jednak jest bardze zlozony, wykonuje-
my najpierw makiete z materialu zastgpczego /np. drewna/, kté-
ra réwniez jest homeomorficznym modelem. Latwo zauwazyé, ze
poszczegélne modele homeomorficzne /rysunek, opis makieta/ na
tyle réznilty sie¢ miedzy sobg, e méwienie o ich izomorfiZmie

jest bezcelowe.

P. Czy dany uklad moze réwnoczesnie byé 1 nie byé modelem
homeomorficznym innego ukiadu? 3

X0

0. Moze, poniewaz fakt bycia modelem uzalezniony jest od ilo&-
ci i charakteru wielkodci wejsciowych i wyjdciowych uzna-
nych za ®"istotne”. Generalnie mozna stwierdzié, ze im wie-
cej wielkodci uznaé za nieistotne, to tym obszerniejsza
staje sie klasa modeli /uktaddéw podobnych/, w szczegélnod-
ci jedli za jedyng istotng ceche uznaé fakt materialnego
bytowania, to wszystkie znane nam przedmioty s3 nawzajem
swoimi modelami, i na odwrét - jedli postawié wymaganie
peinej identycznodci /wszystkie cechy istotne - peiny izo-
morfizm/, to wéwczas jedynym modelem danego uktadu byiby
tylko ten sam uklad.

P. Jak mozna by matematycznie zapisaé fakt, ze uklad A o n
Ajwejéciach i m wyjéciach jest izomorficzny z ukladem B?
/Naturalnie uklad B posiada taks samg 1lo8é wejsé i wyjéé,
jak uktad A, gdyz inaczej mowy byé nie moze o izomorfizZ-
mie/.




XXX
Oznaczamy przez K‘i/L/ czasowy przebieg zmiennosdci 1-tej
wielkoSci wejsciowej ukladu A, odpowiledni przebieg dl

ukladu B oznaczamy Xyg/t/. Podobne oznaczenia z wykorzysta—

reprezentujg przebiegi czasowe wielkodei
wyjsciowych w obu ukiadach.
wéwczas implikacjg:

niem eymbolu Y

Izomorfizm ukladéw zapiszemy
= / . / 1 o

kiA/L/ = XiB/t/, XZA/t/ X2B/t,, . ’ XnA,L/

= XBB/t/} implikuje

L

P a r P (S / ‘4 /t /
§Ya/t/ = Y/, Y0 = Y ts, o, Yo/t

= Yyp/t/}

Implikacja oznacza zdanie warunkowe: [{A} implikuje { }

5
Jest réwnowazne zdaniu: L "Jezeli {A to {B} "J » Prakty-
czny przyktad:

Jez2eli nie wykonales povwyzszego zadania i % do-
datku niezupeinie rozumiesz ny

wod podany % rozwigzaniu,
t o

zapoznaj] si¢ z ksigzksa K.Szczerbinska "Elementy logi-
ki matematycznej i algebry wyzszej" °/.

P, Korzystajge z rozwigzania poprzedniego zadania sprébuj za-

pisaé matematycznie fakt homeomorfizmu dwu ukladéw, z kté-
rych pierwszy ma n wielkoseci wejsciowych /tylko r pilerw-
szych istotne/, 1 m wielkosci wyjsciowych /tylko k pierw-
szych istotne/,

a drugl ma s wielkodei wejsciowych i v wiel-
kosci

wyjsSciowych /iloéé oraz numery wejsé 1 wyjsé istot-
nych - jak w pierwszym ukladzie/.

Oczywiscie n > r 1 s > r oraz m >k iv) k.

7
XX

/t/ = X

-

X 't X It/ = X, ./ s / = X ;
AiA 1B’ la Rop/ t, )23' t/, 5 XI‘A' i, }xr?

o

m

K. Szczerbiinska, 0.
Elementy logiki

Berejniewicz-Rajca, J.Walichniewicz:
matematycznej i algebry wyzezej, Gliwice 1970




X X X X_p - dowolne{ implikuje

rsdA? 2V SpAt TreiB* °°° TaB

{YiA/t/ = Y, p/t/ Ypu/t/ = Ypp/t/s caey Yy /t/ = Yyg/t/,

 ALTEREL A ARl OPRIRE. S dowolne |
S. Szczegélhle intereujace sg w cybernetyce modele ma-

tematyczne. Modelem matematycznym danego ukiadu wzglednie odo-
sobnionego nazywaé bedziemy formule matematyczng, lub zbidr
formu}, wigzgca wartosci wielkosSci wejsSclowych i wielkogei
wyjSciowych. Model matematyczny jest oczywiscle zawsze jedy-
nie modelem homeomorficznym, a wigc w okreslonym stopniu nie-
dokladnym, jednakze cechuje sig on wyjgtkowg operatywnoscig
i tatwoscig badania. Eksperymenty dokonywane na modelu mate-
matycznym mogg byé niezmykle dokladnie kontrolowane i s3 zu-

. pelnie niekosztowne/ o ile model nie jest zbyt skomplikowany/.

6. Modele matematyczne poznalismy juz wczesSniej, zanim
pojawil sie ten termin, mianowicie funkcje przejscia i tran-
smitancja sa wiasnie matematycznymi odpowiednikami danego u-
ktadu, czyli jego modelami. Powtarzanie tego faktu raz w ter-
minologii funkcji przejscia, a raz w terminologii modeli ma
na celu podkredlenie jednorodnodci teorii cybernetycznej, dla
ktérej modelem z réwnym powodzeniem moze by¢é zwierz¢, maszyna,
uktad réwnai czy spoleczenstwo. Majgc do dyspozycji model ma-
tematyczny danego ukladu mozemy bez trudu okredlié, jak za-
chowa sig on po zaistnieniu okreslonych czasowych zmian jego
wielkosci wejsciowych, aczkolwiek niekiedy droga prowadzgca
do odpowiedzi moze byé trudna matematycznie. W wielu przypad-
kach model matematyczny /ktérego z}ozonoéé musi byé odpowied-’
nia do zYozonosci ukladu bedgcego oryginalem/, moze byé tak
skomplikowany, %e jedynie szybkie komputery sg w stanie dos-
tarczyé potrzebnych rozwigzai w rozsgdnie krétkim czasie.
Méwi sig wéwczas czesto o modelowaniu procesu /ukladu/ na ma-
szynie matematycznej. Nie wydaje si¢ to zbyt szczeflivym, gdy2
istotne jest nie zastosowanie maszyny do uzyskania potrzeb-




ledzi, a przejsécie do abstrakcyjnego modelu, wyra=-
odpowiednich formutach matematycznych. Bedzie-

*h przypadkach poprzestawali na terminie - mo-

TEST 2

P. Co jest modelem matematycznym wagi /patrz test 3, s.25/
XXX

0. Réwnanie L = K. Q

P. Zapisz model matematyczny poprawy plondw w wyniku stoscwa-

nia nawozdéw sztucznych. /test 6, s. 39/
XXX
0. Uklad réwnai:

Yi = aXI 4 sz 4 cX3,

YZ = Xm - elz + fks.
Jezeli miales watpliwodci przy udzielaniu odpowiedzi
przeczytaj punkty 5 i 6 raz jeszcze.
T. Nasze dotychczasowe rozwazania na temat modeli ma-

tematycznych uktaddw wzglednie odosobnionych ograniczone bytly
¥ znacznym stopniu przez nieuwzglednianie zaleznodci c¢zaso-

wych. Sygnaty na wejsciu i na wyjdciu traktowalismy jak licz-
by, podczas gdy s one najczesciej funke Jami

i .8 a=

§ u. Naturalnie moze sie zdarzyé, ze sygnaly wejsciowe i wyjs-

cliowe sg state w czasie lub zmieniaja gig w sposdb pozwalajg-

cy na itraktowanie tych zmian jako kolejmego podawania statych

wartosci. Moze sie¢ réwniez zdarzyé, 2e ukiad nie zmienia dy=-

namiki przebiegdéw, czyli méwigc prosciej, ze czasowe zmiany

wielkosci wyjsciowych réwne sg czasowym zmianom wielkosci

wejsciowych, co najwyzej pomnozonym przez okreélong stalg lub

na przykiad zesumowanym.




Przvkiad 3

Niech naszym UWO bedzie tucznik, ktérego
w czasle /rosnie 1 ewentualnie okresami maleje/, zgodnie z

pewng funkcjg czasu X/t/. Przebieg czasowy

ciem naszego uktadu. Wyjsciem bedzie przebieg czasowy wartos-
ci rynkowej tegoz tucznika Y/t/. Pomiedzy wielkosciami tymi
istnieje oczywisty 1 jednoznaczny 2zwigzek:

Y/t/ = k. X/t/.

Jesdli cena za kilogram zywca pozostaje w omawianym okresie
czasu niezmieniona /k = const./, to transmitancja takiego u-
kladu jest po prostu stalym mnoznikiem.

Przyklad 4

Waga jest ukladem, w ktérym przebieg czasowy wielkosci
wejdciowej /ciezaru wazonych przedmiotdw/ moze byé uwazany za
kolejne podawanie stalych wartosci /na ogdél po polozeniu na
szalke, wazony przedmiot juz wagi nie zmienia/. Wielkosci
wejéciowe ulegajg wprawdzie pewnym zafalowaniom /po poXozenin

rzedmiotu waga sie "kiwa" i wskazanie jej wskazéwki jest
zmienne w czasie/, ale proces ten trwa krétko i mozna go nie
braé pod uwage, tak ze réwniez wielkosci wyjsciowe sg sekwen-
cjg statych wartodci. Dla kazdej wartodci X, odpowiadajgca jej

wartodé Y, speinia réwnanie:

Y = k X,
i i

gdzie i jest numerem okresu czasu, czyli kolejnym numerem wa-
zonego przedmiotu.

W obydwu powyzszych przyvkladach udato sie omingé koniecz-

noéé uwzgledniania zalezne

kcji przejbcia. Gdybysmy jednak wzieli pod rozwage
c

wahadla jako ukladu ¢ wejsdciu w post

hadXo 2 poiozenia réwnowagi postaci

t
i wyjéein
w

nia, to pominigcie zaleznosci czaso

byXoby

przyblizeniem. Wahadlo wytracone z réwnowagi, nawet po}

czym impulsem sily,

drga



rozniczkowe /5/ mozna obecnie uwazaé za nowg fun-

% postaci niejawne].

Ak wiadomo /a jesli nie wiadomo, to wypadaloby przypomnieé

ol

nek rdézniczkowy i calkowy"/,

alne, czyll aby stanowilo

/D by

problem Cauc jest zadanie warunkéw
i e 4
Y/ =
u

wartosd wielk

tad 1 stanowig s

wan i 0 zachowaniu
“h 1 X ds
N € dl o
; ie prze wu wody w ilajg




Rys.16 Napelnianie zbiornika

cym zbiornik /wyrazone w m3 na sekunde/. Wielkodcig wyjsgio-
wg jest aktualny poziom wody w zbiorniku Y. Poniewaz ilosé
wody, jaka zostala pomieszczona w warstewce wody o grﬁboéci
dY /patrz rys. 16/, dlatego speinione jest réwnanie:

X/t/ dat = S /da¥/t/
czyli po przeksztalceniu

QL - L. / 1/

Jak widaé ten prosty uklad poddaje si¢ opisowl w postaci
uproszczonej wersji réwnania 5/. Dla ilustracji zastandéwmy
sie, jak bedzie sie¢ ten uklad zachowywal przy réznych przebie-
gach wielkodci wejsciowej X/t/. Dla uproszczenia przyjmiemy

a9
S = 1m°
a/ Niech X/t/ bedzie stale w czasie:
X/t/ = k = const.

Wéwczas rozwigzanie /przez proste calkowanie/ réwnania
/7/ prowmadzi do przebiegu Y/t/ narastajacege w czasle ze

stalg szybkoscig:



0znacza poczatkowy poziom wody w zbiorniku w chwili, w
zpoczglismy obserwacjg. Wynik ten jest logiczny,
z Swiadczenia wiemy, Ze poziom wody w zbiorniku na-
nianym z kranu o statej wydajnosdci réwnomiernie narasta.

b/ Niech X/t/ narasta w czasie poczynajgc od pewnej wartosei

X
o X/t/ = X, + T t.

Dokonamy catkowania rdéwnania /7/:
Jay = jyxo +rt/ dt,

Y/t/ .-.-é-r 2

+ Xo t + Yo.

Poziom wody narasta teraz szybciej niz proporcjonalnie do
C2asu, co jest rdéwniez uzasadnione, poniewaz doptyw wody jest
Coraz intensywniejszy.

Oméwione przebiegi narysowane sg na rysunku 17. Wprowadzi-

My teraz po prawej stronie réwnania zaleznosé od Y/t/.

X Y

Yo
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Przyvkiad 6

Niech w dnie omawianego poprzednic zbiornika bgdzie wy-
wiercony otwdér, przez ktory woda wycieka pod dziataniem wigS-~
nego ciezaru, a wigc natezenie wyplywu wody bgdzie proporcje-
nalne /jest to zatozenie!/ do wysokosSci siupa wody nad doem
zbiornika, ze wspdlczynnikiem proporcjonalnosci a. Latwo zau-
wazyé, ze woéwczas sumaryczne natgzenie dopiywu wody do zbior-
nika bedzie réznicg X/t/ - a Y/t/, a réwnanie dynamiki ukladu
da sie zapisaé w postaci:

2%%21 - % [X/t/ -a Y/t/] / 8/

Réwnanie /8/ jest juz trudniejsze do rozwigzania, gdyz roz-
wigzanie go wymaga rozdzielania zmiennych, jednakze jest to
typowe réwnanie rézniczkowe liniowe pierwszego rzedu, ktdérego
rozwigzanie szczegétowo oméwione jest w kazdym podregczniku
matematyki.

Zak¥adajgc znowu S = 1 m2 i przyjmujge X/t/ jako state /prazy-
padek /a/ i liniowo narastajgce /przypadek b/, uzyskamy roz-
wigzania, ktdére okazg si¢ nader przydatne w calej dalszej a-
nalizie.

a/ X/t/ = k = const, a ponadto zakladamy, Ze na poczgtku
zbhiornik jest pusty. Uzyskujemy wowczas

Y/t/ = % F oW

Rozwigzanie to wskazuje, e przy stalym dopiywie poziomu
wody ustali si¢ na pewnej wartoéci, ktéra bedzie wynikaka z
réwnowagi doplywu wody przez rurocigg i odpiywu wody przez
otwor. Poniewaz funkeja e't maleje od zera dopiero po uptywie
nieskolczenie wielkiego czasu, wiec teoretycznie przebieg
zmian Y/t/ bedzie marastal do wartosci ustalonej nieskoifcze-
nie dlugo, niemniej « rzeczywistosdci zmiany bardzoe ezybko sta-
ng sig niezauwazalne. Przebieg przedstawionc na rysunku 18.

b/ X/t/ = xo + rt , jak poprzednioc zakladamy pusty zbiornik
na poczgtku



o
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A

Rys. 18 Rozwigzanie rdéwnania rézniczkowego do przykia-
du 6

Wéweczas X
Y/t/ = § + (.{2 =N J_(.Q) e—at +(_° - _12')
a a a a

Przyklad poprzedni byl o tyle interesujgcy, ze rdéwnania
rézniczkowe postaci /8/ opisujg bardzo wiele zjawisk w przy-
Todzie 1 technice.

Przyklad 7

Ten sam model matematyczny moze situzyé do opisu np. zja-
Wiska ladowania kondensatora elektrycznego, nagrzewania bloku
metalowego w piecu lub analizy uproszczonego uktadu ekonomi-
¢ znego.

WyobraZmy sobie kondensator o pojemnodci C /w Faradach/
tadowany ze #rédia napigcia /np. baterii/ o napieciu U /wol-
téw/ przez opornik o opornosci R /oméw/. Niech wielkoscig
Wyjsciowg z tego ukladu bedzie napiecie na kondensatorze U
a wielkoscig wejsciowg napiecie baterii tadujgcej U /rys. 19/
Wéweczas jak wiadomo z fizyki, szybkosé wzrostu napiecia na
kondensatorze bedzie proporcjonalna do wartosci pradu i /w
amperach/ adujgcego kondensator:

dau

T W
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Rys. 19 Ladowanie Konaensatora

Ale wartos$é pryngcego pradu jest zalezna od

pieé 1 wartosci opornosci R:

-

r o s
1/t/ = % i_U/t/ - U/t

Podstawiajgc otlrzymamy réwnanie w zZnacznym
ne do réwnania /8/, a mianowicle
i | v
—2 = = |U/t/ -1
as RC |
Przez odpowiednie rozbudowanie ukadu
dzajac wielkosé modelujgecsa a, bez trudu up

vardziej wzér /9/ do wzoru /8/.

Rozwazmy teraz proces nagrzewania.
st
ratury grzanego bloku metalu jest
& A
ciepia dostarczanego do bloku w Jjed

ar/t/
dt

zanego bloku, Q/U

% jednostce cza

do bloku/, natomiast D

Ale intensywnosé wymiany
jest réznica temperatur pom
J

T /t/ /temperatura pleca moze
p /
Zatem moina napisaé:
Q/t/ = ¢
gdzie ¢ Jest wspbéiczynnik

jac mamy:

slowej sg home omor

Otrzymalid rownanie zupelnie analogiczne do réwnan /9/
Jeszcze jeden przyklad z dziedziny

A

ekonomii.
oznacza 1los8¢ zatrudnionych w danym przedsie-
acownikdw, a W/t/ 1lodé wyprodukowanych wyrobdw.

biorstwie pr
idealnym przypadku szybko$é

Woweczas w przyrostu produktu by~
¥

aby proporcjonalna do i1lodci pracownikéw ze wspélczynnikiem
k wyrazajgeym wydajnosé pracy:

dw /¢ .
iﬁtii =k zZ/t/.

Jednakze w miare wzrostu ilodetl wyprodukowanych wyrobdw
coraz wigcej pracownikéw musi przechodzié ze stanowi sk produk-
yloyoh do pracy przy transporcie wyrobdw, gospodarce magazy-

nowej, dystrybucji i administracji. Jest to oczywiscie naiwny
model, niezbyt dokiadnie oddajacy rzeczywiste zaleznosci, ma
on jednak jedynie stanowié ilustracje, zg6dimy sie wige na
Jego naiwnosé.

Zatem liczba ludzi pracujgcych rzeoczywidcie produkcyjnie
wynosi:

/v = Z/t/ - 1 W/t/
gdzie 1 jest wspdlozynnikiem. Wobec tego

] 1
| 2 / /
t/ - 1 W/t/|
L 48
I znowu réwnanie jest analogiczne jak poprzednie.

Mozemy wigo powiedzied, ze zjawiska napeiniania zbiornika,
iadowania kondents

atora, nagrzewania bloku 1 produkeji przemy-

fi1io0ozne z d ok tadno

n o0 5
Jetyeh zZalozen., A zatem
nich moze by¢ przyjete do badar jako model pozosta-
uralnie najwartosciowszym modelem ze wzgledu na

adan jest model kondensatora i dlatego chcge sie czegos

na temat zachowania bloku stali w piecu o zmienne i
eraturze mierzymy napiecie na kondensatorze poddanym la-




dowaniu ze £rddia o zmiennym napigciu. Jest to daleko wygod-

niejsza droga niz rozwizzywanie nawet tak prostych réwnain,
Jak: /8/,/9/,/10/ c2zy /11/. Metoda ta jest jeszcze bardzie]
owocna 1 daje bez pordwnania wigksze korzyéci przy réwna-
niach bardziej 2zlozonych, i dlatego buduje sie¢ nawet specjal-
ne maszyny matematyczne, ziozone poza opornikami 1 kondensa=-
torami z calego szeregu innych elementdéw pomocniczych, ktére
modelujsg rozmaite procesy na podobnej zasadzie do po-
danej tutaj, a 2e¢ dzialajs poprzez analogie z rzeczywistym
procesem, nazyvwa £i¢ jJe m a s zynami analogo-~-
w y= 1. Sg one wielokrotnie szybsze w pracy niz najszybsze
komputery cyfrose.

9. Opis dynamiki proceséw zachodzgcych w ukadach
wzglednie odosobnionych przy pomocy réwnan /5/ z warunkiem
/6/ jest naiwnie prosty w zestawieniu z rzeczywista zloZonos-
cla tej dynamiki. Dlatego trzeba przynajmniej wspomnieé, ja-
kiml metodami usituje cybernetyka sprostaé rosngcej zlozonof-
ci opisywanych ukladéw.

Po plerwsze zazwyczaj zachodzi potrzeba angazowania do opisu
réwnad rézniczkowych wyzezych rzgdéw:

3 75 - (d""y/t/ a2y 1/ QL - ¢ DNy t)
n 1] ’ dt ’ ’ ’

- ’ —'
at at?-1 at®*

/12/
z zempolem warunkéw poczatkowych:

Y/0/ = Y,
a/o/ . ¥

dt i

gfzég( -1, 12.a

dt

Seoesenmsrnnse

a®tyso/ | -

d'n~1 n=i

Takie postawienie zagadnienia pozwala juz wprawdzie odwzo-
rowané dowolnie zlozona dynamiks, ale w dalszym ciggu /poprzez




%ielu przypadkach to wystarcza, a
Rych uktadach, takich jak bioldgiczne czy ekonomiczne, % u-
ktadach posiadajgecych pamieé, zatozenie to jest nie do przy-

Jecta.

Musimy wigc wprowadzié uzaleznienie przysziych standéw u-
Ktadu od Jego historii, czego dokonujemy wprowadzajgc tzw.
Téwnania rézniczkowo-réznicowe, albo rémnania z odchylonym
argumentem:

ﬂg@é = F (Y/t, SV o R TA :) /13/

gdzie 1 jest czasem opbéZnienia, czyli czasem, w ktérym prze-
Szte oddziatywania moga uvidaczniaé sie w zachowaniu ukladu.
Dla rozwigzania takiego réwnania nie wystarczaja warunki po-
tzatkowe, potrzebny jest peiny przebieg funkcji Y/t/ w cza-
8ie poprzedzajgcym chwile poczagtkowg az do 1. Jezeli weZmie-
Dy pod uwage fakt, ze we wszystkich omawianych przypadkach
rozpatrywalidmy jedynie uklady o jednym wejéciu i jednym wyjs-
tiu, a w rzeczywistosci wystepujg zmykle uklady wielowymia-
TYowe, to zrozumiemy, ze wiekszosé naprawde wartosciowych
Osiggnieé cybernetyki moze byé przekazana jedynie jezykiem
Zaawansowane] matematyki. Bedziemy jednak starali sig unikaé
Skomplikowanych zapiséw matematycznych, na czym zyska popular
nodé ksigzki, niestety, ze stratg dla Scistosci opisu.




Nozdzial II

SPRZEZENIE ZWROTNE I JEGO ROLA W UKLADACH EKONOMICZNYC

1. Sprzezenie ukladéw. Pojgcie systemu. Sprzgienie szeregowe
i réwnolegle

i. Zajmiemy si¢ obeconie Ijczeniem ukladdéw wzglednie odo-

sobnionych pomigdzy sobg przy pomocy S P RZEZE N. Sprze-

2cniem nazywaé bgdziemy kanal przekazywania informacji, kto-
ry zaczyna sig na wyjéciu ukladu i kolezy na wejéciu tego
mogo lub innego ukladu. Sprz¢zenlia bgdziemy rysunkowo ozna-
czall jako kreski, zaczynajace sig na wyjsciu a konczgce na
we)fciu ukladu, zaopatrzone w strzalki wskazujqce kierunek

przeoplywu informacji.

2. Zbidér ukladdéw wzglednie odosobnionych powigzanych spriag-
2eninmi nazywaé bgdziemy S Y S T E M E M. /Patrz punkt 1
rozdziatu I podr.2. Naiuralanie, jeéli niektére uklady wcho-

dzgoce w skind systemu bodq mialy wejscia nie polgczone z in-

nymi uktadami systemu, a przyjmujgce zowngtrz, to wels
to nazwiomy wejfclami systemm. Podobanie wyj)Scia.

Kazdy system moina rozpatrywal jeako ukiad, ponlewaz mozna
nie interesowad msilg Jego wewnglrzng strukturg, a jedynic

oné uwage na wejficia 1 wyjsola. I na odwr¢

trywanych poprzednio ukiaddéw moZna nazwad
wnikngwezy w jego strukturq potrafilibysmy wyrozanic w niej
pownn iloéé ozgbol, kidére same sq ukladami, a po poigczeniu

dajg system, ktéry dotychczas nazywalismy ukiadem.

Przykind
Samolot mozemy rozpatrywadé Jjako ukilad, ktdérego wejsolami

sq stery, a wyjéciami poloienie 1 szybko#¢ w powietrzu. Jed-



uktadow,
est wigc on

zniajge z

iczy 1itd.

3. Rozpatrzymy najprostszy sposéb powigzania ukladéw w sy~
stem: S PRZEZENTIE S ZEREGOVWE. Jezeli rozwa-~

zymy ukiady o jednym wejsciu i jednym wyjsciu oraz poigczymy

je sprzezeniami, tak aby wyjscie pierwszego ukladu bylo sprze -
zone z wejsciem drugiego, wyjscie drugiego z wejsciem trzecie-
itd. /rys. 20/, to uzyskamy sprze¢zenie szeregowe. Wejsciem
do takiego systemu jest wejécie pierwszego ukladu, wyjdéciem
ostatniego ukXadu. Systemy takie spotvka sie nader

zgsto we wszystkich dziedzinach lezgcych w zakresie zainte-

resowall cybernetyki. W podanym przykladzie 1, i we wszystkich
ziale podawanych przykladach, uwzglednione be-

ziedziny: ekonomia /E/, technika /T/, biolo-
atyka /M/, zatem Czytelnik moze wybraé

ziny, ktdrg zna najlepiej i nie intere

ta nastepnie staje sie
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Dowdd matematyczny jest systemem, w ktérym poszczegdlne
Jego uktady /etapy dowodu/ sg polgczone szeregowo - wniosek

Poprzedni stanowi punkt wyjscia dla dalszych rozwazand. Wejs-
Ciem tego systemu jest ustalony zbidr aksjomatéw, a wyjsciem

leza dowodzonego twierdzenia.

4. Rozwazymy funkcje przejsdcia i transmitancje systemu
8zZeregowego. Wielko$é wyjéciowa pierwszego ukladu ¥, Jest
Zwiggzana z wielkoscig wejsciowg systemu X funkcjg przejscia
Plerwszego ukladu:

Y, = Fi/X/

Wielkodéé ta /jak zaznaczono na rysunku /20/ jest wielkos-

¢tlg wejéciowg do nastepnego uktadu, wige

Y, = Fo/X,/ = Fy (Fy/X,/)

Kontynuujgc te rozwazania dochodzimy do wniosku, e wiel-
kog¢ wyjéciowg systemu podanego na rysunku 20 mozna okreslié
Ze wzoru: . 0

Y=F, (FS (P2 .(Fi/m’)/}/; /14/

Wzér /14/ ma doéé zlozong postac. Badzie ona prostsza,
Jesli zalozymy, ze uklady wchodzgce w skiad systemu s linio-
®¥e, czyli, zZe mozna opisaé je przy pomocy transmitancji. Mamy

%owczas
Y1 'Gi X,
Y, = G, X, = 1G2 X, /15/
Y = G,6,G,G, X.
Jak widaé, dla systemu ztozonego z szeregowo potgczonych
Uk¥adéw mozna wprowadzié T RANSMITANC J B Z A~

ST EPCZJ4, bgdgeg 1 1 0c z ynem transmitancji wszy-
Stkich uktadéw sktadowych




TEST 1

P. Rozwazmy system zlozony z przeigcznika,pozwalajaceg

lowaé wielkosci pobieranej przez urzgdzenie energii
trycznej /Uklad pierwszy, wejécie - nastawa
pobér energii P, zaleznosé proporcjonalna/,
energii /Uktad drugi, wejscie - zuzycie energii P, wyje-
cie - wskazanie N/, kontrolera elektrowni /Uklad trzeci,

wejécie - wskazanie licznika, N, wyjdcie -~ koszt rachunku
wystawionego K/ i elektrowni,/Uk}ad czwarty, %ejscie -

wpiyw z rachunku K, wyjdcie - czysty zysk Z, bedacy stal;
procentem K/. Narysowaé system, podaé transmitancje posz-

czegbélnych uktaddw i okres$lié transmitancjg¢ zastgpczg.

XXX

0, System jest narysowany na rysunku /21/. Poszczegodlne ukia-

0l 2T Ll B K Z

Rys. 21 Pobdér energii jako syetem szeregowy

dy opisujg réwnania:

P = kA
N=1P
K=mN
Z=nk
Z=20GA G = klmn

gdzie k, 1, m, n, oznaczaja odpowiednie wspbéiczynniki pro-
porcjonalnosci.

Brak poprawnej

odpowiedzi zmusza do ponownego zapoznania



-1
(4]

sie z punktem 4.

P. Rozwazymy system zlozony' z czterech uktadéw, z ktérych
pierwszy jest szkolg zawodowg, 1 wejdciem jego jest 1losé
funduszy F przeznaczonych na szkolenie, a wyjSciem~-liczba
zatrudnionych nauczycieli N /zakladamy, ze s3 to wielkoé-
ci pozostajace w zaleznoSci prostej proporcjonalnosci/.

Ukiad drugi ma na wejSciu liczbe nauczycieli N, a na
wyjsSciu liezbe wykwalifikowanych robotnikéw R, opuszcza-
jJacych szkole. Zaleznos¢ ta jest tu podobna, jak w przy-
ktadzie 5. /z rozdziaiu I podr.4/. Uklad trzeci uzaleznis
ilos$é wyrobdéw /wyjscie/ W, od liczby robotnikéw R. Ukkad
ostatni okreéla zaleznosé /proporcjdnalnq/ pomiedzy ilos-
cig wyrobdéw W, a dochodem D. Narysowaé system, okreslié
transmitancje¢ zastepczg 1 scharakteryzowad zwigzek pomie-
dzy F a D.

xxx

O. Schemat systemu przedstawiono na/rys.22/. Transmitancje

>
=

_F ]‘ N N ¥ R cf lI W | o o

o  REUSTHT |

Rys. 22 Szkola przyzakladowa jako system szeregowy

¥ynosza
N=aPF
a® N R=b[N at
dt %
av _ .
ST=ck wW=oc R at
D=aw

’

(c [ :
D=d c)bfjarF dJ dt = abch]F /t/ dt  dt

Zaleznoéé jest tego rodzaju, 2e stopa wzrostu dochodu




jest proporcjonalna do stopy wzrostu naktadéw na oswiate-
’ Jedli 1 tym razem miates trudnosci z rozwiazaniem, ra-
dzimy zapoznaé sie z ksigzkg O.Kyn i P.Pelikan "Cyberne-

tyka a- ekonomia™".

- 5. W przypadku ukladdéw wielowymiarowych mozliwe jest réw-
niez lgczenie ich w systemy, W szczegélnosdel mozliwe jest
réwniez laczenie ich w systemy, w szczegélnoSci mozliwe jest
szeregowe polaczenie pewnej ilosci ukladdw wielowymiarowych,
polegajace na polgaczeniu wszystkich wyjs$é ukiadu poprzedzajd
cegd z wszystkimi wejsciami ukYadu naste¢pnego. Jesli to za-
chodzi, to transmitancja macierzowa utworzonego w ten sposéb
systemu jest iloczynem transmitancji macierzowych ukaddw
wchodzacych w jego sktad, wzdér /16/ pozostaje w mocy, a je-
dynie nalezy wystepujgce w nim wielkosci rozumieé jako odpo-~

wiednie macierze i wektory.

Przypominamy /patrz punkt 13 rozdzia*u I podr.2/, %Ze ma-
cierz G posiada tyle wierszy, ile dany ukiad posiada wyjsé,
i tyle kolumn, ile ma wejsé. Wynika z tego, Ze postulowane
przez wzér /16/ mnozenie transmitancji macierzowych begdzie
wykonalne, poniewaz odpowiednie ilosci kolumn i wierszy
/ilodci wejéé i odpowiednich wyj$é/ beda jednakowe. Trzeba
tylko zmienié kolejnoéé mnozenia, gdyz mnozenie macierzy, ¥
przeciwielistwie do mnozenia liczb jest nieprzemienne:

Y = [e,] [¢,5) [GZ} [Gd X /16a/

Wzér /16a/ mozna uwazaé za modyfikacje dla potrzeb rachud”
ku macierzowego /wzoru 16/.
Szeregowe polgczenie uktaddéw wielowymiarowych ilustruje

rysunek /23/.

Xy Y1 -
—;f_#‘ (;7 l;Z £;3 {;4 Yz

23 Szeregowy system wielowymiarowy

Rys.
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Rys. 24 System rdéwnolegiy

Podamy jak poprzednio kilka przykladéw z rdéznych dziedzin,
ilustrujqcych powszechnosé systemdéw z rdéwnolegiymi sprzeze-
Diamj,

Przyktad 2

E. Grupa klientéw sklepu spozywczego stanowi przyklad

Zbioru uktadéw, ktérych wejscia pobudzane sa przez te same

Wlelkodcl wejéciowe /widok towardéw bedacych na zbyciu/, a

'l

"¥JScia, z reguty rézne bedace iloscia pieniedzy pozostawio-

=

Yeh w wyniku dokonania zakupdéw, sg sumowane i okreslajg wyjé
¢ie systemu, bedgce sumarycznie utargiem sklepu.

T. Zespsé® pomp odwadniajgcych, sterowanych jednym wylacz-
Dikiem, jest przyktadem systemu rdéwnoleglego. Wejsciem /wspdl-
Oym dla wszystkich pomp/ jest polozenie wylgczniks /wiaczo-

/., wyjsciami poszczegbélnych ukiaddéw sg wydaj-

poszczegdlnych pomp /mogg byé one np. zmienne

yisSciem systemu-sumaryczna wydajnodé pomp, mie-

dy usuwvanej w ciggu minuty.

gowedw stanowig przyktad systemu réwnolegle-

€
dowymi ukladami sg widkna miesniowe /miofi-
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bryle/, posiadajgce zdolno&é do kurczenia sig pod dzialaniem
impulséw nerwowych docierajgacych do tzw. piytek ruchowych.
Impulsy te sg zwykle generowane przez pojedynczy neuron 1
obstuguja duzg ilos$é widkien /wejsScie/. W wyniku pobudzenia
nastepuje skurcz widkien /zwykle niejednoczesny i nierdwno-
mierny/, a ich sumaryczna sila jest sila wywlerang przez mig-
sieri na odpowiednisg kosé szkieletowg.

7. Rozpatrzmy teraz funkcje przejscia i transmitancje u=-
ktaddéw polgczonych réwnolegle. Ze wzgledu na sumowanie wyni-
kéw poszezegblnych ukladéw postaé funkeji przejscia i trans-
mitancji tez bedzie addytywna:

Y=Y, +Y,+ ¥y =F/X/ + Fp/X/ + Fg/X/ /11/
W przypadku ukiadu liniowego zesumujg sie¢ transmitancje:
Y = 61 X+ Gy X + Gy X = /Gl+G2+Ga/ X /18/

Dla dowolnej, wiekszej lub mniejszej ilosci ukladéw polg-
czonych réwnolegle postaé wzordw /17/ 1 /18/ bedzie podobna,
zmienig sie¢ jedynie ilosdci skiadnikéw sumy.

8. Uogdlnienie na przypadek ukladdéw wielowymiarowych jest
proste, ale wymaga przyjecia dos$é mocnych zalozen: wszystkie
uktady wchodzgce w skiad systemu muszg mied takg samg ilosé
wejsé /bo wejscia te sg wspdélne/, oraz taka samg ilos$é wyjéé,
przy czym sumowane s3 odpowiednio pierwsze wyjscia wszystkich
uktadéw, dajgc pilerwsze wyjscie systemu, analogicznie drugie
itd. /rys. 25/.
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Rys. 25 System réwnolegly wielowymiarowy




-t

e
ie

owa

io0
2
ru

%1
XL

+
v

ransmitancje

E, jezell jako zmienn

/% skalil

ienta

neé

. P ==
od 1 do 100,

atrakcyjnosé

jednostke atrakcyjnosci towaru/
J g )

e wielowy-

przez

towaru

y Przez

G analogiczne wielkoSci dla drugiego, trze-
lienta, przez Y, +» Y, kwotg zakupdw p -
1 2
lientow, a przexz utarg sklepu.
awiony jest na rysunku 26. Jego transmitan-

w

klep

ja

KO Syst«
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réwnolegty
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cje obliczymy ze w

e
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-
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a sumaryczne wyjscie ze wzoru

v
A

(=~}

Y =

Jedéli nie odpowiedziales, koniecznie przeczyta] jeszcze
raz punkt 7.
P. Znale%é transmitancje zastepczg dla systemu przedstawione-

go na rysunku 27.

. &
|

G; by

Rys. 27 System mieszany /do testu 2 /
XXX
P. Uklady G1 : 4 G2 sg polaczone szeregowo, ich transmitancja
zastepcza wynosi wigce

612 = Gi G2

Analogicznie dla systeméw Gy 1 Gy
Gag = G5 G4

"Podsystemy" szeregowe G12 i 634 sa polgczone rownolegle,

ich transmitancja wypadkowa wynosi




2 wprowadzilo nas w sferg S Y-

S TI Q C H .Sg to systemy zlozone z
Pewnej il uktaddw, z ktorych jedne sg polgczone szerego-
%o, inne rdwnolegle, a cale ich grupy moga byé tez lgczone

szeregowo bgdZ rdéwnolegle itd. Zjandowanie transmitancji ta-
kich systemow polega na znajdowaniu transmitancji wszystkich
uktaddéw skiadowych /identyfikacja sktadnikéw systemu/, roz-
wigzaniu zagadnien podsystemdéw polgczonych "czysto" szerego-
%0 czy réwnolegle, & nastepnie rozwigzaniu systemu przy trak-
towaniu podsysteméw jako uktaddéw skiadowych.
TEST 3
P. ZnaleZé transmitancje systemu podanego na rysunku 28.
XXX

0. Jezeli odpowiedziales samodzielnie, przedledZ uwaznie po-

nizszy wywéd i porédéwnaj go z uwagami zawartymi w punkcie 8.

Gy = 64 Gg
Gags = 63 *+ Gyg = G5 + G Gy
92345 = G, G, + G, Gg
¥23456 = G, Gays *+ Gg = Gy Gy + G, G5 + Gg
G
2345610 = G, Goa .
10 23456 = G G, ~ e
10 "2 G\,3 -+ u4 G5 + Gg
G = Gy

ugivalis-

m
ejSciowe sygnaly, dajac na wyj-
e

lowejéciony i jednowyjsciowy
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I Y Rys.29 Sumator

f
L AR
L : '
Krsovimd
Y=A+B~-C~-D-E+F+G-~-H
2, .j);.' W rodzaju sprzezenlia na niezawodnos¢ systemu

1. Dotychczasowe rozwazania prowadzone byly dla syste
a2 lub transmitancje byly raz na zaw-

ymczasem realne ukia-

ciami skiladowymi systeméw, ulegaja wpiywom

niekontrolowanych /zakldcen/, pod dzialaniem kté-
J

Pl
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o
-
m
‘o
o
w

Yych zmieniajg swo 0b mniej lub dbardzie}j
brzypadkowy. Zmiany te w Kralicowym przypa

nieodwracalne, ze mowimy o uszkodzeniu systemu. I tu

[
[
s

= S
o
[

do waznego i z punktu widze

nia
jak budowal systemy z zawodnycu ukladdéw, tak ab

niezawodny?




Podstawimy i udowodnimy

2.

sprzezenie ponoduje zwigkszenie

¢

(3]
D

dzenia. Istotnie, niech system zi

@

ZOWO.

wych ukladdéw poigczonych srer
kim polaczeniu uszkodzenie ktdregokolw

"Zerwanie Ytaidcucha", czyli przerwanie
Pordéwnania z ladcuchem uzylismy celowo, poniewaz wigks
dotychczasowych koncepcjl zwigkszania nlezawodnosci

bazowania na wzmacnianiu najslabszego ogniwa, czyli
niu niezawodnos$cl najbardziej zawodnych elementdw. Wykazemy,
ze koncepcje te nie mogg daé zbyt wiele, poniewaz w sa

strukturze szeregowego sprzezénia miesci sig Zrédio niespraw-

nosdci.

3. Zaldézmy, ze prawdopodobieinstwo poprawn

czego elementu /uktadu/ wynosi odpowiednio:
Py,
prawne] pracy calego systemu jest rdwne

drugiego P2, itd. az do n-tego Pn' Prawdopodobienstwo po-

poprawnej pracy w 8 zys t kich el
jest iloczynowi prawdopodobienstw P, ',.. P_.
P = P1 P2 ok Pn /19/
Jesli najbardziej niesprawnym elementem bedzie element
"i", to prawdopodobiernstwo poprawnej pracy caego systemu
bedzie nie wigksze niz P,, gdyz wzor /19/ mozna przepisaé w
postaci:
P = Pi . /P1'P2‘ con 'Pi-i . Fi' Al o aF
a wszystkie prawdopodobienstwa wchodzgce w skXad iloczynu ¥
nawiasie 83 mniejsze lub rdwne jednosci. Gdyby jednak udalo
si¢ nam polepszyé prace i-tego ukladu do
bylby on zupeinie niezawodny /P, = 1/, to niezawodnosSé cale-
go uktadu nie wzrosiaby przy tym ponad
L SR | P Teag P
P P1 P: g ¥ .

1w &

i bylaby dalej niska. Poprawianie najsiabszegzo elementu nie




E I3z ¢ m 22 ony z n ukladdw o J akownvm
1 pod i 0} Zgodnie ze wzorenm
' rawdo ictwa ca¥Yosdoni hedri
1 prawdo nst caioscli bedzie wyno-
sito e
Latwo sie¢ przekonaé, ze dla ?<<: i, czyli dla zawodnych

uktadow skiadowych, prawdopodobieistwo poprawnej pracy syste-
mu ziozonego z n takich ukXaddéw staje sie dowolnie bliskie

g
dostatecznie duzych n, niezaleznie od wartosci P..
e W

Warto s €, 2e juz dla P = 0,5

zawodnosé

'f)

temu jest tego rodzaju, Ze réwnie prawdopodob

t e
réwnoczednie zdawad spra
ys

nie

ow
est dziala Jak 1 niedziatanie systemu!

P. System szeregowy ziozony z 4 ukiaddéw, ktérych prawdopodo-
cy sg odpowlednio rowne: Pl = 0,98 PZ = 0,8
= O.T
Wskazaé najstabsze ogniwo, obliczyé prawdopodobiedstwo
poprawnej pracy systemu ze "siabym ogniwem"™ i po zwieksze-
niezawodnosci najstabszego ukiadu najpierw do 0,9, a

ni
nastepnie do 1,0.
XXX

0. Niezawodnosc¢, zgodnie ze wzorem /19/ wynosi:

)
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7 =0 516
1 0,4336

) 5 it 1 1ad1i Bad )
] jest uklad 4. Jesli Bed 1ia

tr (olejno

. Al s AR a A L

Y o= J,8 0,8 0,09 =

. J— [~ N o 4 D =

P= 0, ’ 0,9 1,0 =

¥wa WNloskKi ! em

0 i nieduzei =z odn 7
0 t ieduzej zawod rdz
iuzg niepewnosé 4 azariia. Coz mozr wig mowic o© t .




zlozonych z setek czy tysigcy ukl

szenie niezawodnosci elementdw niewiele i o
tym ostatecznie upewnié zrobimy nasigpne przedtem
niecznie

jednak, jeéli mialeé trudnogci z tym zadaniem, kon
jeszcze raz przeczytaj punkty 2, 3, 1 4.

P. Obliczyé niezawodnos$é systemu zrozonego kolejno 2 trzech,
czterech, pieciu, szesciu, dziewisciun i dwudziestu sied-
miu uktadéw o prawdopodobienstiwie poprawnego dziatania

réwnym 0,99.

0. Mamy kolejno:
0,99° « 0,97 0,99% = 0,96 0,99° = 0,95 0,9¢° = 0,94

0,99% = 0,91 0,99%7 = 0,75
Jak widaé, nawet przy bardzo duzej niezawodnodci ukia-
d6éw system staje si¢ zawodny po przekroczeniu pewnej wiel-

kosci.

P. Przeprowadzié takie same obliczenia jak w poprzednim za-
daniu, ale dla systemu zlozonego z ukladéw o niezawodnos-

ci 0.95.

xxx
Py

0. 0,95° = 0,86 0,95* = 0,82 0,95° = 0,78 0,95° = 0,74

/
0,95° = 0,64 0,95%" = 0,26
¥ tym przypadku wplyw rosngcych wymlardw systemu zazna-
czyl sig jeszcze wyraifmiej.

§. Problem niezawodnoéci jest obecnie jednym
niejszych probleméw cybernetyki, a jednoczesnie, w
koniecznoéclig tworzenia coraz wigkszych systemow /te

nych, spolecznych czy ekonomicznych/, jest on bardzo aktua

ny. Wytworzyla sig wmigc ma gruncie cybernetyki cala teoris

niezawodnosci, ktérej celem posrednim jest okregdlenie, jaka
strukturg powinny mieé systemy, aby byly niezawodnymi. Hoz-
wigzalnodéci tak postaxionego zadania dowodza dwa fakiy:




/szeregowa/ po

ot
e
[+
4
[

pogorszy¢é niezawodnosé systemu po-

nizej niezawodnosSci ukladdw skladowych, mozma wiec oczekiwaé

istiienia strukiury poclepszajgcej niezawodnosSé. Po-
nadto mamy stale kontakt z pewnym bardzo wielkim systemem,
ktéry zbudowany z bardzoc zawodnych elementéw, dziala nieza-
wodnie. Jest to mézg czlowieka. System ten zawiera niewyobra-
zalnie wielks liczbe 1010 komérek nerwowych, ktére sz ukia-
dami bardzo zawodnymi - codziennie obumiera ich w mézgu kil-
ka tysigcy /bezpowrotnie, gdyz tkanka nerwowa nie regeneruje
sig/. Jednak ten ogromny system dzigeki swej strukturze dzia-
iz niezawodnie wiele lat. Nie wiemy jeszcze, jak on to robi,
ale faki, ze to robi, starnowi dla nas doping i potwierdza
siusznosé zalozenia, ze struktura pozwala zwiekszyé nieza-
wodnosé.

6. Rozwazmy teraz system o strukturze réwnoleglej. Jesli
postawimy pytanie, kiedy wielkosé wyjsciowa takiego systemm
nie ulegnie w ogéle zmianie w wyniku nieprzewidzianych awarii
ukladéw, to dojdziemy do takie) samej konkluzji, jak w przy-
padku systemu szeregowego: system bgdzie niezawodny, jesli
uszystkie jego uklady beds pracowaly niezawodnie, a to za-
chodzi z prawdopodobiernstwem okreslonym wzorem /19/.

Zauwaimy Jjednak pewng istotng réznice: 0 ile awaria kté-

regokolwiek ukladu systemu szeregowego powodowala przerwa-
nie pracy systemu i calkowita zmian¢ wielkosfci wyjsciowej,
o tyle awaria jednego z rdéwnolegle sprzezonych ukladéw je-
dynie nieznacznie odbija si¢ na wartosci wielkosci wyjscio-
wej 1 wpiyw ten jest tym bardziej nieznaczny, im wiecej u-
kYadéw zepniemy rdwnolegle.

7. Rozwazmy wobec tego 2zagadnienie, jak wielkie bedzie
prawdopodobiedstwo tego, ze sygnal na wyjsciu systemu réw-
nolegiego nie zaniknie zupelnie, pomimo ze prawdopodobien-
stwa niezniknigela sygnaiu /bezawaryjnej pracy/ poszczegél-
nych ukladéw systemu wynoszg tylke Pi‘ P2 o oy Pu

Sygnal zaniknie calkowicie, jesli zniszczeniu ulegng
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wszystkdie uklady. Prawdopodobiedstwo zniszczenia

pierwszego uktadu wynosi /i-P,/, drugiego ,i-F:/. itd. az do
n-tego /1-Pn/. Prawdopodobiernstwo awarii wszysticich ukiado
wynosi wigce
= = T -pP ,’/ll
P, =/1 P/ /1=Py/ «ve /1P, /s /21,

a prawdopodobienstwo niezanikniecia sygnalu na wyjsciu wynosi:
P= 1-Pa =1 - /1—P1/ /1-?2/ cee /1-Pn/ /22/

Dla przypadku jednakowych prawdopodobierstw P, = Po = o..
= P, wzér /22/ uprosci sig do postaci

P=1- /1-1>1/n /23/

Z prawdopodobielistwem okreslonym wzorem /23/ mozemy wiegc
oczekiwaé, ze system pomimo awarii bedzie dzialat, aczkolwiek
jego wielkodé wyjéciowa moze byé rézna od wielkosdci wyjécio-

wej w stanie poprawnej pracy.

8. Rozwazmy przypadek, kiedy kazdy z ukadéw spietych w
réwnolegly system sam moze dawaé wielkoS¢ wyjsciowg réwng po-
23danej, a sumator dziala "z nasyceniem" jedli suma wielkos-
ci wejsciomych do niego przekracza wielkos¢ pozadanz, to za~-
miast sumy daje on wielkoS¢ pozadang. Wéwczas prawdopodobien-
stwo okredlone wzorem /5/ okrefla niezawodnos¢ systemu jako
catodci. Z takim wiadnie prawdopodobielistwem otrzymamy z sy-
stemu pozgdany sygnai, ale prawdopodobienstwo okreslone wzo-
rem /23/ moze byé, przy dostatecznie duzym n, o wiele w i ¢~
k 8 z e niz prawdopodobierstwo Pi' czylli system jest bardziej

niezawodny od swoich elementdw.

Przyklad i

Oérodek zarzgdzania ma byé powiadomiony o jakims wazoym
wydarzeniu, przy czym zaleizy pam na bardzo duzej niezawodnos~
ci dotarcia sygnalu. Wobec tego instalujemy w osrodku nie je-
den telefon /ktdérego prawdopodobiernstwo bezawaryjnej pracy w
chwili przekazywania wiadomosci ?1 nas nie zadawala/, lecz
kilka, np. dwa telefony, i przekazujemy wiadomogé przez oby-
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9. Systemy opisane w punkcie 8 1 przykiadzie 1 nazywacd

bedziemy systemami 2 B ZWIELOKROTNTIENTIEM.
Zwielokrotnienie jest istotnie skutecznym sposobem zmniejsza-

nia zawocdnofei systemu w stosunku do jego ukladow skiadowych,
jest jednak metods kosztowng. Istotnie, tworzenie rezem -
rych jedynym zadanie iezawodnosci, jest
trudne do przyjecia g sk 2, Jjest jednakze na obec-
aym etapie rozwoju te Je.

rnetycznej drogsg
t

Tym bardziej drazniacy jest przyklad mozgu, dla k

P. Mamy system, zlozony ze spigiych réwnolegle trzech ukia-

, 0 prawdopodobienstwach dzialania P1 = 0,9P, =0,8

W P
i P, = 0,9. Obliczyé prawdopodobienstwo, 2e na wyjsSciu nie
a




Rys. 30 System zawodny

ci bedzie przyjmowala wielkosé wyjsciowa systemu Y i z ja-
kiml prawdopodobierstwami?

XXX

0. Jesli nie zrobite$§ zadania, to przed

&

wnikliwej analizy rozwigzania przeczy

Wielkoéé wyjédciowa Prawdopodobien

3+2+44 = 9 P,P,P, = 0,648
3+2 = 5 P,P,/1-P,/ = 0,072
3+4=17 P,/1-P,/p, = 0,162

2+ 4=6 /1-P,/P, P, = 0,072

3 P, /1-P,/ /1-P,/ = 0,018
2 /1-P,/ /1-P,/P, = 0,018
4 /1—P1/P2/1-P3/ = 0,008

Prawdopodobieristwo wystgpienia Jakiejkolwiej niezero-
we) wartosci na wyjdciu jest réwne
P=0,648 + 0,072 + 0,162 + 0,072 + 0,018 + 0,018 + 0,008
e« 0,988 .
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zgednie 2z wyni‘kiem poprzedniego zadania.
Przvikiad 2

Jeéll chcemy okreslié prawdepodobienstwo wystapienia okre-
Slonej kombinacji wielkosSci -wyjsciowych ukladéw systemu, mu-
eimy obliczyé prawdopodobienstwo 2zdarzemia, polegajgce na
réwnoczesnym wystapleasiu wielkoéci wyjsciowych pewnych ukta-
déw, 1 niewystapieniu innych. Zatem jef£li chcemy wiedzieé
jakie jest prawdopodobiernstwo wystgpienia sygnaléw wyjécio-
wych na drugim i trzecim wyjsciu a niewystgpienia na pierw-
ezym, musimy obliczyé iloczyn odpowiednich prawdopodobienstw,
pamiagtajgc, ze niewystgpienie sygnalu na pierwszym wyjdciu
zachodzi z prawdopodobienstwem /1-P§/. Mamy wiec:

P23 = /1-1>1/}"2 P3 = 0,1 0,8 0,9 = 0,072

TEST 3

P. Budulcem dla naszego systemu beds uklady posiadajgce nie-
zawodnodé P) = 0,9, Zmuszeni jestedmy zbudowaé z nich sy-
stem zawierajgcy trzy takie uklady sprzezone szeregowo.
Rys. 31. TIlu uklad6éw musielibysmy uzyé, aby zbudowaé sy~

I 1 I ~ t
5 o o T s 00 e RNE o
e R s o g s g, Weal g L
-~ ‘ 1 e
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Rys. 31 Zwielokrotniony system szeregowy
stem ze 2zwielokrotnieniem, posiadajgey niezawodnosé nie
mniejszg niz C,857
xx

0. NiezawodnoS¢ podsystemu Bprze20nego szeregowo bez zwielo-




krotnienia wynosi:

P, = 0,8° = 0,729

Aby speinié warunki zadania nalezy rozwigzac nierdéwnosé
1 -/1-0,729/X2 0,95
0,05 > /0,271/*
log 0,05 > x log 0,271

log 0,05
x2
log 0,271

n
-

N
w

Poniewaz liczba réwnolegiych galezi musi byé calkowita,
przyjmujemy trzy galezie. Dokonujemy sprawdzenia niezawod-
nosdci:

P=1-0,271° = 1 = 0,020 = 0,980

Wynika z tego, 2e do budowy systemu potrzebne nam bg-
dzie 9 ukladéw: trzy réwnolegle galezie po trzy uklady
szeregowo sprzezone w kazdej, oraz jeden "sumator z nasy-

ceniem®.

10. Dotychczas rozwazalidmy zawodnos$é ukladdéw polegaja-
cg na ich zupeinej niesprawnosci: zepsuty uklad nie przekazy-
wal zadnych sygnaldw. Jest to sytuacja wyidealizowana i Iago-
dniejsza niz spotykane w rzeczywistosci. Mianowicie niespraw-
nodci ukladéw wchodzgcych w skiad systemu mogg przejawiacé sie
nie brakiem sygnaléw, a obecnoscig sygnaldéw biednych. Ma to
miejsce zwlaszcza w systemach, w ktérych sktad wchodzj ludzie
jako uktady, a wiec m.in. w systemach ekonomicznych. Teorig
niezawodnosci takich ukladdéw stworzyl amerykanski matematyk
J. von Neumann. Brak tu miejsca na przyvoczenie nawet skrétu
tej teorii, warto jednak przytoczyé jej podstawowg mysl: kaz-
dy z ukladéw systemu zastgpuje sie przez n ukladdw polgczo-
nych réwnolegle, ale zamiast sumatora czy "sumatora z nasyce-
niem” stosuje sie uklad nazwany przez von Neumanna "urzgdze-
niem rejestrujgcym”. Uklad ten dokonuje na wielkosciach wejé-
clowych z ukladdéw rdéwnolegle sprzg¢zonych, swolstego giosowa-
nia 1 czyni swoje wejScie /a tym samym wyjsScie z "podsystemu

"




ad/ réwne wyjsciu reprezentowa-

Jest to rozsgdne, poniewaz je-

s
$1i ukady sie mylg lub ktamig, to maio prawdopodobne jest,
t

z nich mylia sig tak samo. Jesgli kazdy ukiad

é
yni urzgdzenie rejestrujgce”

|

aloln ool
! ! | |

[« -}

i 1 _x__t____I i [

R | R

tsénie postepujemy i my w warunkach niepewnosci.

naszych rozwazaniach na temat systeméw ze

dowod, ze postgpowanie lak




taczonych z "urzgdzeniem restaurujgcym". ¥Wzdér ten moZna za-
pisaé krétko ¥ postaci:

Pwanl/2 4g7b0 /24/

gdzie n oznacza wielkosé zwielokrotnienia /ilo8¢ réwnolegle
wpistych ukladdw/, a stake a i L zaleza od prawdopodobierstwa
bledu pojedynczege ukiadu Pj. Zatem dajgc doetatecznie duze n
mozemy blzd catego systemu uczynié dowolnie maiym. Jest to
jednak niebywale kosztowne. Rozpatrzmy przyktad 3.

Przykiad 3
Jezell prawdopodobienstwo bledu pojedynczego ukladu wynosi

’1 = 0,005 /oznacza to niezawodnoé¢ 0,295, czyli juz wysoks/,
to zastosowanie tysigckrotnego zwielokrotnienia /n = 1000/ da-
je prawdopodobienstwo bYedu dla calego systemu P = 0,027. Na-
turalnie, system moze byé bardzo wielki, nie ma to juz jednak
wplywu na wielkoéé niezawodnodci, ale im wiekszy system, tym
kosztowniejsze jego zwielokrotnienie - trzeba kazdy uklad po-
wialié n-krotnie!

Dopierc zastosowanie wigkszych zwielokrotnier zaczyna da~
waé imponujgce rezultaty: dla n = 2000 mamy juz P = 00,0028,
dla n = 5000 P = 0,000004, a dla n = 10 000 P = 0, 0000000016,
Oznacza to niezawodno#é calego systemu, jakkolwiek bylby zlo-
2ony, 1 jakie by w nim nie wystepowaly biledy, z prawdopodo-~
biefistwen 0,99990999984. Doprawdy, imponujgey to wynik, lecz
osiggnigty za cene budowy systemu dziesigé¢ tysigcy razy wie-
kszego, niz jJest nam poirzebny.

3. Sprzgtenie zwrotne

i. Rozpatrzmy system na rysunku 33. Sg tam dwa ukilady:
1 1 2.

<z> Rys. 33 Sprzezenie zwrotne

®
L_Y-
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E.Wielkosé dochodu narodowego zalezy od wielkosdci inwes-
produkeyjnych, a ta jest zaleina od wielkousci dochodu.

amy wigc sprzezenie zwrotne.
i

elkos¢é oporéw mechanicznych /tarcia i opordéw powie-

dezas ruchu samochodu zalezy od szybkosci samochodu,
0

y)chodu zalezy z kolei od wielkosci oporéw tar-
n

cia /a witasciwie od réznicy oporéw tarcia i sily napedowej
silnika/. Mamy wiec i tu zwrotne uzaleznienle szybkosci od

-

0d samej siebie. )
B. Zywy organizm komunikuje si¢ z otoczeniem poprzez efek-
tory /np. ruchowe/. W wyniku oddziatywan na otoczenie orga-

1izm dokonuje zmian w otoczeniu, a tym samym w oddziatywaniu

At

toczenia na niego i dostrzegajgc to przy pomocy receptordw
/vizroku/ modyfikuje swoje dziatanie itd. Zachodzi zatem sta-
e zwrotne sprzezenie organizmu i Srodowiska.

M.%W procesie obliczeniowym wielkosdci wynikéw posrednich
decyduja o kierunku dalszych obliczend, np. przy rozwigzywa-
niu réwnania kwadratowego o przebiegu dalszych obliczen de-
cyduje wartosé i znak wyréznika +» A wigc wynik oddziatywu-
Je na dalsze obliczenia, ktére decydujaz o nowych wynikach
itd.

2. Sprzezenie zwroine moze prowadzié do wzmocnienia zaist-

niatych w systemie zmian lub im przeciwdzialaé. Jezeli rozwa-
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zymy system, w ktdérym dwa uklady s3
sposéb, ze wzrost sygnalu Y na wejsScie pierwszego
woduje wzrost sygnalu na wyjsciu tego tadu X
sygnalu na wejsciu X drugiego ukiadu powoduje
na jego wyjsciu Y, to jakiekolwlek odchylenie od zexe
xolwiek z wielkosci X i Y bedzie sig w miare upiywid czasu po-
gigbialo. Sprzezenie zwrotne, przy ktérym 0 3
dy reaguja wzrostem wielkosci wyjsciowej na wzrost wi
wejéciowej, nazyvamy DO D AT NIM SFPR ZE2ZENTIE
ZWROTNY M

Przyklad 2

Systemem z dodatnim sprzezeniem zwrotnym jest systenm zlo=-
zony z nienormalnego palacza i kota parowego. Jesli palacz
stwierdzi, ze cisdnienie pary w kotle wzrosto, to zacznle ze

zdwojong energig dorzucaé wagla na palenisko, co
dalszy wzrost cidnienia pary, dopingujgcy palacza d
szenia wysitky,itd. Przyklad ten sugeruje,
tne, gdy Jest dodatnie, kryje w sobie pewn

@
a9
e §
Q
N

3. Efekty sprzezenia zwrotnego dodatniego po
wzmacnianiu raz zainicjowanych zmian moga by¢ za
liwe, -Jak i pozytecznme. Przytoczymy teraz po dwa
z réznych dziedzin, kiedy sprzg¢zenie dodatnie raz prowadz

zjawisk pozgdanych, a raz do katastrofalnych.

Przyklad 3

E. Po ztozeniu pieniedzy w PEO otrzymujemy o
sg tym wieksze, im wiekszg kwote ziozymy. Z ko
powiekszajg zlozony kapitak, poweodujac dalsze zwigekszen

setek itd. Ten system ze sprzgzeniem zwrctnym dodatnim

setki, ktdre

i
ei odsetki te

[+

[

ie od=-
w

8-

ny sposéb powoduje coraz szybszy wzrost zgromadzonego kapita-
Yu; ze jest to zjawisko korzystne, nie trzeba chyba nikogo
specjalnie przekonywaé.

T. Przykladem niekorzystnego wplywu dodatniego sprzezenia

zwrotnego w technice jest zjawisko powstawania uszkodzen
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czesci np. mechanicznych. Jeéli dwie wspélpracujgoe czeédci
ulegng czesciowemu zuzyciu, to powstale przy tym luzy wpiywaé
beda na wzrost zuzycia, ktéry powiekszy luz itd.

B. Korzystnym zjawiskiem w biologii dla okredlonego gatun-
ku zwierzqt jest fakt lawinowego przyrostu populacji: 110‘6
potomstwa jest tym wigksza, im wigcej jest osobnikéw doros-
tych, a tych v nastepnym pokoleniu jest tym wiecej, im wig~-
cej bylo potomkéw; w efekcie nastepuje szybki rozwéj gatunku,
tatwy do zaobserwowania, szczegélnie u gryzoni.

E. Niekorzystnym objawem dzialania dodatniego sprzesenia
zwrotnego jest inflacja: wzrost cen zmusza do wsrostu poboréw
ludnoéci, a ten z kolei, prsy brakach na rynku, wymusza wzrost
cen 1itd.

T. Korzystnie wpiywa dodatnie sprzesenie prsy detonowaniu
materialéw wybuchowych - temperatura spalanego materialu jest
tym wy¢sza, im szybsze jest spalanie, a spalanie jest tym
szybsze, im wyisza jest temperatura. W efekcie nastepuje de-
tonacja.

B. Pewne choroby psychiczne sq wynikiem zaistnienia do-
datniego sprzezenia zwrotnego: jesli chory uroi sobie, e
ktoé na niego "dybie", to wpiynie to na wzrost podenerwowaw
nia 1 zmniejszy krytycyzm obserwacji, co z kolei powoduje
poglebienie urojei, poprzez dostrzeganie fikcyjnych dowodéw,
co0 pogarsza stan nerwowy itd.

4. Przytoczone przyklady mogly sﬁgerotaé. ¢e wynikiem
dzialania dodatniego sprzezenia zwrotnego musi byé nieogra-
niczony wzrost obu wielkosci wyjéolowyoh_- uktadach podsys-
temu. 0téz tak jest najczgéciej, ale tak byé wcale nie musi.
Aby sie przekonaé, od czego to zalezy, rozpatrzmy przykiad,
% ktérym /rys. 34/ uklady majg transmitancje odpowiednio
réwng A 1 B dla pierwszego i drugiego ukiadu. Niech w chwili

poczatkowej wartoéé X wynosi x . Wéwczas w kolejnych chwi-

o
lach czasowych wielkosdci X 1 Y bedg przyjmowaly wmartosci o-

kredlone tabelsg:




Rys. 34 System ze sprzg¢zeniem
zwroitnym dodatnim

3

chwila czasu wartoéé X wartosé Y
i xo B xo
2 AB A.B2 x
o 0
2,2 2,3
3 A°B x, A"B X,
< 3,4
4 A"B X, ) A"B X,

co mozna zapisaé¢ ogdlnie w postaci wzoru:

1 Bn—i =
o

X/n/ = A"
czyli wartofci zmiennej X w kolejnych chwilach czasowych 8§
réwne wartosci poczgtkowej, mnozonej przez iloczyn transmi-
tancji uktadéw w coraz wyzszych potegach. Przebieg tej za-
leznodci czasowej warunkowany jest wartodcig iloczynun AB.
Jesli AB 1, to kolejne wartodci X szybko rosng i efeki jest
wiadnie taki, jakiege oczekiwalisdmy od systemu z dodainim
sprzezeniem. Jegli AB = 1, to przebieg nie zmienia wartosci
poczatkowej, natomiast przy AB 1 przebleg maleje do zera
/rys. 35/.

5. Wprowadzimy nowe pojecie: mianowicie system ze Sprzg-
zeniem zwrotnym /lub inny system/, ¥ ktérym przeblegi samo-
rzutnie rosng nieograniczenie, nazwiemy systiemem NIE-
STABILSXNYM. System, w ktérym przebiegi wprawdzie nie
rosng, ale 1 nie chcg maleé, nazwiemy systemem na granicy

stabilnosci, natomiast system, w kiérym przebiegi /bez in-
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X | AB>Y
//,f/,
AB=1
Xo
AB<S |
LA A 4 s L ' ¢ 3 " 3

Rys. 35 Zachowanie systemu ze sprzezeniem dodatnim

gerencji z zewngtrz systemu/ malejs, nazwiemy S T A B I L -
N Y M. Zatem opisany system z dedatnim sprzezeniem zwrotnym
Jest stabilny dla AB 1, a niestabliny dla AB i. Warunek,
przy speinieniu ktdrego system jest stabilny jest nazywany
WARUNKTIEM STABILNKOSCTI. A zaten warunkiem
stabilnosci dla omawianego systemu jest AB i

TEST 1

P. Czy podczas czytania tej ksigzki funkcjonuje jakadé forma
sprzezenia zwrotnego?

XXX

0. Tak, poniewaz sposdb czytania tekstéw wyjaéniajqcych wpty-
wa na ilo8¢é poprawnych odpowiedzi w testach, a te z kolei
decydujg o sposobie czytania tekstéw, gdyz wskazujg, ze
pewne partie mozna pomingé, a inne trzeba przeczytaé jesz-
cze raz. Na przykiad zia odpowiedZ na postawione Pytanie
wskazuje na potrzebe ponownego przeczytania przykladu 1.

P. Czy pomiedzy nauczycielem a uczniem w procesie nauczania
wystepuje sprzezenie zwrotne? Czy jest ono dodatnie? Czy
Jest ono stabilne?




xxXx

0. Zwiekszenie i1losSci wiadomosci przekazanych przez nauczy-
ciela powoduje zwiekszenie ilosci wiedzy przyswojonej
przez ucznia. Gdy fakt przyswojenia zostanie stwierdzony
przez nauczyciela, zwieksza on dawke wiedzy przekazywang
uczniowi, co zmusza tego ostatniego do zwiekszenia zasobu
swoich wiadomoseci itd., czyli zachodzi sprze¢zenie zwrotne
dodatnie. Jest ono niestabilne, poniewaz prowadzi do sta-
tego zwiekszania zasobu wiadomosci u ucznia i ilosdci wia-
domosci przekazanych przez nauczyciela. Niestabilnosé ta
jest nader korzystma, gdyZz warunkuje postep.

P. Czy mozliwe jest, aby system niestabilny stalt sie¢ stabil-

nym lub odwrotnie?

xxXx

0. Tak, poniewaz warunek stabilnodci systemu wyrazony jest
poprzez parametry ukladéw skiadowych /tramnsmitancje/, a
te mogg pod dziataniem zaklécen ulegaé zmianom.

P. Czy mozesz wyjasnié, dlaczego unklad na granicy stabilnos-

ci nalezy traktowaé jako potencjalnie niestabilny?
XXX

0. Nawet nieznaczna zmiana parametrdéw ktdéregos z ukraddéw sy-
stemu moze powodowaé, ze warunek granicy stabilnosci zmie~
ni sie na warunek niestabilnoéci /w omawianym w punktach
4 1 5 systemie wystarczy, aby nieco tylko zwigkszyla sie

jedna z transmitancji/.

6. Jezeli jeden z dwu ukladdéw przedstawionego na rysunku
33 systemu reaguje w ten sposdéb, ze zwiekszenie jego wielkos-
ci wejsciowej powoduje zmniejszenie wielkosci wyjsciowej,
to nazwiemy go systemem ze S PR ZE ZENTIEM ZWROTw
NYM UJEMNY M.
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Przyklad 4

Powréémy do znanego nam z przykladu 2 palacza, ale teraz
palacz, widzgac, ze cisdnienie pary roénie, zmnie jszy
iloéé dosypywanego wegla, co spowoduje obnizenie ciénienia,
a to zapewni zwiekszenie intensywnosci palenia itd. Zachowa-
nie takie bedzie typowe dla ujemnego sprzezenia zwrotnego,
poniewaz teraz wzrost cisnienia powoduje zmniejszenie ilosci
podawanego paliwa. /Kociel dalej reaguje wzrostem cisdnienia
na wzrost ilosci paliwa/.

7. Ujemne sprzezenie zwrotne jest jednym z podstawowych
mechantzméw spotykanych w przyrodzie, technice i Zyciu gospo-
darczym. Zwykle /dokladniej przedyskutujemy to w punkcie 8/
prowadzi ono de stabilizacji dzialania systemu, co jest zja-
wiskiem ze wszech miar korzystnym.

Przykiad 5

E. Mechanizm ujemnego sprzg¢zenia zwrotnego stabilizuje ce-
ne w warunkach gospodarki wolnorynkowej. Mianowicie wzrost
popytu powoduje wzrost ceny, co wpiywa na zmniejszenie popy-
tu, to z kolei powoduje obnizenie ceny itd. Analogiczne, ale
% przeciwnym kierunku, sg wplywy ceny na podaz i podazy na
cene. Mechanizm ten moze doprowadzié albo do stabilizacji ce-
ny na poziomie ceny rownowagi ostatecznej, albo drgania /os-
cylacje cen/ beda sie potegowaly, prowadzac raz do kryzyséw
nadprodukeji, a raz do spekulacji i zataman rynku.

T. Grzejnik z termostatem jest technicznym ukladem ze
sprzezeniem zwrotnym ujemnym. Wzrost temperatury ponad norme
powoduje oddziatywanie termostatu na grzejnik, zmierzajace
do zmniejszenia mocy grzejnej /zakrecenie kaloryfera/, a to
powoduje spadek temperatury, ktéry jesli jest zbyt silny, po-
woduje oddzialywanie termostatn zmierzajgce do zwigekszenia
mocy grzejnej, co daje wzrost temperatury itd.

B. Ujemne sprzezenie zwrotne chyba po raz pierwszy byilo
badane i opisywane wlasnie na gruncie biologii pod nazwg ho-

meostazy. Przez homeostaze rozumiano zdolnodé organizméw zy-
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wych do utrzymywania stalych parametrow /temperatura, sktad
chemiczny/ wewnetrznych. przy zmieniajgcych sie warunkach
Srodowiska. Mechanizmy takie odpowiedzialne sg za utrzymanie
staltej ciepioty ciala, za zwigekszanie lub zmniejszanie wenty-
lacji piuc w zaleznoSci od wysilku /a dokladniej w zaleznosci
od zawartosci dwutlenku wggla we krwi/, za odnawianie zapasu
wody 1td. Rozpatrzmy jednak inny przyklad, a mianowicie od-
dziaXywanle wzajemne osobnika i $rodowiska. Bodziec pochodzg-
cy od édrodowiska zwieksza sig, wobec czego osobnik zwieksza
intensywnos$é swych dziatan obrommych, co powodunje zmniejsze-
nie bodZca /np. ucieczka od intensywnego dZwieku/ itd.

9. Juiz podczas lektury przykladu 5 nasuwaly sie chyba uwaz-
nemu czytelnikowi wagtpliwoéci, czy istotnie ujemne sprzezenie
zwrotne zawsze dziala stabllizujgqco. OdpowiedZ ostateczna
Jest negatywna. W wyniku dzlatania sprzezenia uklad moze sie
ustabilizowaé, ale megg tez pojawié =ie niegasngce oscylacje
lub, co gorsza, oscylacje narastajace. Od czego to zalezy?
Zanim damy odpowiedZ matematyczng % postaci znowun warunku sta-
bilnosci, sprébujemy ja przewidzieé dedukcyjnie.

Przykiad 6

Lédka na wodzie przechylita sie, wobec czego wioslarz prze-
wa*yl }Ja cialem w przeciwnym kierunku /gdyby przewazal jg w
tym samym kierunku mielibysSmy sprzezenie zwrotne dodatnie/.

W wyniku tego t6édka powrdcita do polozenia poczatkowego lub
nawet lekko przewaiyla w przeciwng strone. W tym ostatnim przy-
padku wioslarz ponownie wychyleniem ciata doprowadzii Jg do
pionu i tak drogg bezposredniego wyprostowania lub kilku kelej-
aych coraz sitabszych wychylen 1édka ustabilizowala sie. Jesli
jednak wiodlarz zadziala zbyt energicznie, to wychylenie 1ddki
¥ przeciwns strong bedzie wcale nie mniejsze niz poczatkowe,

co spowoduje nows interwencje i nowe wychylenie w przeciwng
strong itd. Oscylacje mogg nie zanikaé, ale wrecz narastad.

Ten sam efekt, co zbyt nerwowy wioslarz, moze spowodowaé zbyti
czuia na balansowanie wiodlarza iddka, krétko méwige, jesli



Zbyl quze s3 wyslgpujgce w sysiemie transmitancje ukladiw

ansmitancja wioslarza to stosunek gwaltownosci jego reak-

wychylenia 1odki, a transmitancja iddki to
Stosunek wielkosci wywazZania przez wioslarza do wielkosci

Wychylenia/, to ukiad ze sprzezeniem zwrotnym ujemnym desta-

o

ilizuje

m

ie
ig.
Nadajmy teraz naszym rozwazanoiom forme matematyczng. W tym

celu rozpatrzmy system przedstawiony na rysunku 36. Zwracamy

X
[ l
Rys. 36 System ze sprzezeniem

A 'B zwrotnym ujemnym

| ]
y

uvage, ze transmitancja wigzgca X na wejsSciu i Y na wyjsciu
/drugi ukiad/ wynosi -B, a nie B jak na rysunku 34. Uklad
Jako calos¢ odpewiada wiec wzrostem sygnalu wyjsSciowego na
Zmniejszenie sygnaiu wejsSciowego, zapewniajgc ujemne sprze-
Z2enie w systemie.

Podobnie, jak w punkcie 4, rozpalrzmy zachowanie systemu

Wychodzgc od stanu poczgtkowego X = x

o’
chwila czasno wartoge¢ X wartosé Y
4 Ry
i X on
2
2 ~AB X, +A B X
n o 5 7
3 - A°D X -A"B" x
o 0
3,3 3 4
4 -A"BY x +AY B” x
o o
Co mozna zapisa¢ ogoélnym wzorem
- /o
X/n/ = ) = aR/NA x /25;

0

Zatem wartosci zmiennej X w kolejnych chwilach czasowych

bedg na przemian dodatnie i ujemne, a ponadto beds rosty co
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do wartosci bezwzglednej przy AB i, pozostawaly na stalym

poziomie przy AB = 1 i malaly do zera przy AB i. /rys.37/.
X JAB[>1 x| :
|ABl< 1
‘o\:- S oy e Xe
\ 1
-Xo | “Xe Ko p——-— —mm——— —
a b ' e -

Rys.37 Zachowanie systemu ze sprzezeniem zwrotnym uJémnym

Oplerajac sie na warunku stabilnosci wprowadzonym w punkcie 5
mozemy stwierdzié, ze system jest stabilny jesli AB 1, jest
na granicy stabilnosci przy AB = 1 i jest niestabilny przy
AB 1.

10. Widzimy wiec, Ze zakorzenione wsréd fachowcoéw z dzie-—
dziny automaiyki przeswiadczenie o niestabilnosci systeméw z
dodatnim sprzezeniem zwrotnym i stabilnosci systemdéw z ujem-
nym sprzezeniem gwrotnym nie jest w peini nzasadnione. Naj-
czescliej jednak spotyka sie stabilme systemy z ujemnym sprze-
zeniem i niestabilne z dodatnim.

TEST 2
P. Jedli obserwujemy system, o ktorym wiemy, Ze jest systemem
z ujemnym sprze2eniem zwrotnym i stwierdzimy w tym systemie
obecnosé drgan. .o ustalonej amplitudzie, to czy jest to po-
wéd do obaw?
XXX

0. Owszem, poniewaz dowodzi to przebywania systemu na granicy




stabilnosci, a to, jak stwierdzilismy w tescie 1, jest
niebezpiecze. Przy zlej odpowiedzi przeczytaj jeszcze raz
punkt 9.

Czy na stabilnosé systemu /z dodatnim lub ujemnym sprze-
zeniem zwrotnym/ mozna wplyngé przez wprowadzenie odpowied-
nich sygnaldow zewnetrznych?

xxx

Nie. Warunek stabilnodci systemu zalezy od transmitancji
wchodzgcych w jego skiad ukladdw, a wige od struktury sy-
stemu, a nie od sygnaldéw docierajgecych do systemu. Doklad-
niej rozpatrzymy to zagadnienie dalej, podczas rozwazania
systeméw ze sprzeieniami zwrotnymi, zaopatrzonych w wejsé-
cia i wyjécia.

Opisaé¢ dynamike ksztaltowania sie ceny rynkowej w termi-
nach systeméw ze sprzezeniem zwrotnym, przyjmujac, Ze po-
pyt podporzgdkowany jest prawa:

Pp/n/ =A . C/n/ + a,

gdzie Pp/n/ oznacza popyt w danym okresie czasu, C/n/ -~
ceng w danym okresie, natomiast A 1 a s4 stalymi wspélczyn-

nikami, charakteryzujgcymi rynek. Podobnie dla podazy mamy:
Pd/n/ =B .C/n-1/ + b,

gdzie Pd/n/ Jjest podazg w danym okresie, C/p-1/ cena w o-
kresie poprzednim /producent przy podjeciu produkcji kie-
ruje sig¢ cenq, jaka jest w chwili, gdy podejmuje produk-
cje, a nie ceng, jaka bedzie, gdy wyréb bedzie gotowy/.
Okreélié funkecje przejécia, a nastepnie metoda przyrosto-
wg zlinearyzowaé je, wprowadzajge transmitancje. Okreglié
Jjakie przebiegi beds mialy miejsce w systemie, w jakich
warunkach, 1 jaki jest warunek stabilnosci systemu.
XXX
Do budowy systemu uzyjemy irzech ukladdw. Jeden z nich na

podstawie ceny z poprzedniej chwili czasowej /n-1/ ustala




podaz towardw,

Py/n/ = B C/n-1/ + b
drugi na podstawie rdéwnowagi podazy 1 popyiu /warunek o-
kresowe] réwnowagi rynku/ usiala cene w danyw okresie:

P /n/ -8 P./n/ - &
; P | d
BN A - Z

poniewaz Pp/n/ = Pdﬁn/

Trzecli uvktad dziala jak biurokrata - nic nowego nie
wnosi, a8 jedvnie opbinia przepiywajgcg informacie - majge
na wejdciu cene aktualng, podaje‘nu wyjdciu cene z peprze-
dniego okresu.

Nazwiemy ge opdiniaczem.

Naturalnie trudno méwié¢ o transmitancjach peszczegdl-
nvch biokéw, gdyz wystepujace stare czvnniki a 1 b kompli-
kujg funkcje przejscia. Omawiany system przedstawiony jest
na rysupku 38a , 2 ktdrego Yatwo wyeiggniemy wniosek, ze

~

Fo = F

|
?
Cﬂﬂ Rys. 38a Model dynamiki

C{n.’) ceny rynkowej
Opoiniaz p=—
a
Jest to system ze sprzezeniem zwroinvm - cena zalezy od

same} sleble, z poprzedniege okresu czasu. Sprzezenie
zwrotne bedzie ujemne, jesli staze A 1 B bedg rdéznych zna-
kém. Tak tez jest najczeMcic) w rzeczywistosci: staia A
jest ujemna /popyl maleje ze wzrestem ceny/, a B dodatnia.
Jezell jednak /np. 2e zwgled: na snchizm nabyvweow, stalsa

A bylaby dodatnia; albo przy subwencjonowanej produkcji
tanich produktéw stalas B byia njemna, wiéwczas mielibysmy

sprzezenie zwrotne dodatpie ze wezysikiml jego konsekwen-
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cjami.
Dalsza analiza 1losciowa, a w szczegolnosci badanie sta-
bilnosSci niemozliwe jest bez wprowadzenia transmitancji.

Postuzymy sie tu znang 2z testu 3 rozdzialu I podr.2 meto-
dg przyrostowg. Ustalimy wiec najpierw stan spoczynkowy,
czyli tzw. cene rownowagi ostatecznej, ze wzoru wynikajg-

cego z warunku réwnowagi w stanie stalej ceny:
A Cr + a=B8 Cr + b, /A # B
gdzie Cr Jest ceng rownowagi. Obliczajgc otrzymamy:
__b=-a
Op = A -B
Wprowadzimy teraz zamiast ceny C/n/ wielkosé odchylenia

ceny od ceny réwnowagi:

Ac/n/ = ¢/n/ - C_

Z czego otrzymamy nastepujgce rownania dla podazy i popy-
Tu:
Py/n/ =BC_ +BAC/n-1/ + b

P.,/n/ - a
Cr + AC/D/ = d—A_

pPo podstawieniu pierwszego réwnania do drugiego mamy:

B Cr +b-a+B C/n-i,
A

C, + Ac/n/ =

ale

zaten

Ac/n/ = 2 Ac/n-1/

Nasz system zlinearyzowany metodg przyrostowxy zawiera

wiec dwa bloki: uklad o tranmsmitancji % i opdéiniacz, spieg-

le sprzezeniem zwroitnym /rys. 38b/. Zbadamy stabilnosé




Rys.38b Model dynamiki

AC/n-f) ac(n) ceny rynkowe}

|
|
Opozniacz --—J

b

“tego.systemu. W tym celu zaloiymy, 2e Z jakichsé powoddw
nastgpilec oadchylenie od ceny rownowagi o aAc/i/.
Cdag kolejnych odchylend ma postaé:

Ac/2/ = —:i Ac/i/, Ac/3/ = (%)2 Ac/1/, Ac/a/ = (%)3

AC/1/y +ss
Aby system byl stabilny potrzeba, aby kolejme odchyle-
nia Ac/n/ malaty do zera, a do tego warunkiem koniecznym

jest, aby transmitancja % byla na modul mniejsza od jed-

B|
HEE
Jeéli transmitancja ta jest ujemna, czyli A lub B sg
njemne, to mamy sprzezenie ujemne i zanikanie odchylenia
ma ocharakter oscylacyjny; jedli sprzezenie jest dodatnie,
zanikanie ma charakter aperiodyczny, czyli “gladki".

Jeéli warunek stabilnosci nie jest speiniony, te odchyle-

nia nie zanikaja /na granicy stabilnodci/, lub potegujisg

nodci.

sie /miestabilnosé/. Oméwione przebiegi ilustruje rysunek
39. Jezeli przyklad tenm sprawii ci wiele trudnosci, mu-
sisz koniecznie zapoznaé sig raz jeszcze gruniownie z pun-
ktami 1 do 10 niniejszege rozdziatu, & takze, jesll uznasz
¥

za potrzebmne, z rozwigzaniami zadad testu 3 z rozdziaiu I

podr.2. Dalszych wyjasnied mozesz szukaé¢ w ksigice 0.Lange
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4. Stabilno$c w przestrzeni stanu. Warunek stabilnosci sys-

temu wielowymiarowego

1. Dotychczas badalismy stabilnosc systemow ze sprzezeniem
zwrotnym, rozwazajgc wartosci wyjdciowe tych systeméw w kolej-
nych chwilach czasowych. Jest to wygodne, ¢ ile mamy system
ztozony z ukladéw jednowymiarewych, czyli majgcych jedng
wielkosé wyjsciowg i jedna wejsSciowa. Jesli jednak uklady
wchodzace w sklad systemu sj wielowymiarowe, to stabilnosé
trzeba okreslié w odniesieniu do zachowania wszystkich wiel-
kosci wyjdciowych i wygodnym staje sie odwolanie do poznane}
w rozdziale I podr.3 przestrzeni standw.

2. Powiemy zatem, ze system wielowymiarowy jest stabilny,
jeéli trajektoria z uplywem czasu zbliza sie do zera /dé po-
czatku ukladu wspdéirzednych przestrzeni standw/, jest naio-
miast na granicy stabilneosci, jesdli trajektoria pozostaje w
stalej, Srednio biorgc, odleglosSci od zera, oraz jest niesta-
bilny, jesli trajektoria oddala si¢ od zera.

TEST 1

P. Na rysunku 40, 40b i 40c przedstawiono trajektorie uktadu,
bedgcego jednym z dwu ukladdéw systemu ze sprzezeniem zwrat -
.nym. Uklad jest dwuwymiarowy /posiada dwie wielkosci wyjs-
ciowe I i Yz/, zatem przestrzen standéw tego ukladu jest
p!aszczvznq.
Okreélié, w ktérym z pokazanych przypadkiw /a, b 1 ¢/ sy-
stem jest: stabilmy, na granicy stabilnosci i niestabilny?

XX

0. Rysunek 40aprzedstawia system stabilmy, /40b/ niestabil-
ny, a /40c/ przedstawia system na granicy stabilnoseci.
Jesdli udzieliles blednej odpowiedzi powinieneé jeszecze

raz przeczytaé punkt 2 i punkty 1,2,3,4,5 i 6 rozdzialu I,

podr.3.
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P. Czy do tego, aby system wielowymiarowy byl stabilby, wy-
starcza, aby jedna lub kilka z jego wielkodci wyjsciowych

malalo z czasem do zera?
XXX

0. Nie, niezbedne jest zmniejszanie si¢ w 8 2 y B8 1 kich
wielkogci wyjdciowych, gdyz w przeciﬁnym przypadku system
oddala sie eod poczgtku uktadu wspoirzednych w przestirzeni
stanéw. Rysunek 41 przedstawia trajektorie systemu dwuwy-

Yz 4 Y2

\J Y1 7

Rys. 41. Trajektoria systemdw niestabilnych

miarowego niestabilnego, ktdérego jedna wielkosé wyjdciowa

roénie, a druga maleje do zera.

S,'Wymagania stawiane systemowi, o ktdérym - w mySl naszej
definicji powiemy, ze jest stabilny, sg bardzo ostre. W prak-
tyce zadawala nas, jedli system po odchyleniu od zera w. oci
w jego poblize i juz sie od niego nie oddall, natomiast samo
osiggniecie zera moze nie nastagpié nigdy, poniewai system jest
stale pod dziataniem zakidcen, ktére utrudniajg osiggnigcie
trwalej rownowagi. Wymaganie takie mozna zllustrowaé w prze-
sirzeni stanéw przy pomocy zakreélenia wokdél zera pewnego ob-
szaru, ktéry nazwiemy O B S Z AR EM PRAKTYCZ -
NEJ STABILNOGSC I, a ktéry reprezentowaé bedzie
nasze wymagania odnosnie odlegiosSci pozostawania irajekterii.
Rysunek 42a bgdzie wiec przedstawial system stabilny /prakty-

cznie/, 8 42b nmiestabilny. Na obydwu rysunkach obszar prak-




Rys. 42. Stabilnosé techniczna

tycznej stabilnoscl zakreskowano.

4. 7 okresdlenia stabilnosci systemu w prgestrzeni stanu
wynika pewien spoedb sprawdzania stabilnosci systemu. Tworgzy-
my mianowicie w przestrzeni stanéw pewng powierzchnie zam-
knietg, np. taks kule, aby w jej wnetrzu miesdcil sie zardwno
poczatek ukiadu wspéirzednych, jak i akiualnie przebywany
przez syvstem odcinek trajektorii. Jesli w miare upiywu czasu
mozemy budowaé takie powierzchnie o coraz mniejszych rozmia-
rach /kule "kurczg sie"/, to oczywiscie trajektoria zbiiza
si¢ do poczgtku ukradu, czyli system jest stabilny. Metoda ta
nosi nazwe drugiej metedy lapunowa /od nazwiska rosyjskiego
matematyka, ktéry jest jej twdorcag/ 1 jest szeroko stosowana
do badania stabilnosci zlozonych systemow.

1

5. My Jjednak ograniczymy swoje rozwazania jedynie do li-
niowych systemow wielowymiarowych i sformulujemy kryterium
stablinodci w sposéb analogiczny do sposobu okredlonego w
poprzednim rozdziale dla systemdéw jednowymiarcwych.

Jezelli system nasz sklada sie z ukitadu pierwszego o n
wejsciach /wektor n wymiarowy X/ i m wyjsciach /wekior m wy-
miarowy Y/ 1 posiada transmitancje mauierzowq[A]AZaé uktad

drugi ma odpowiednio m wejsé /Y/ i n wyjsé /X/ oraz transmi-
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tancje macierzowg E /rys. 43/, to zmiany w kolejnych momen-

tach czasu wielkosci X i Y bedag zdeterminowane przez iloczym

Aﬁy

X Bys. 43. Wielowymiarowy system ze
B sprzgzeniem zwrotnym

transmitaneji macierzowych B A, bedgcy oczywisScie macierzg

o wymiarach: tyle wierszy, ile w macierzy B, czvli n, oraz
tyle keclumn, ile w macierzy A, czyli tez n. Opiszmy zachowa-
nie naszego systemn znang nam juz tabelks, pamietajac jednak,
%2e wielkosci w niej wystepujace sg odpowiednio wektorami i
macierzami.

chwila czasowa wektor X wektor Y
0 X, AX
1 BAXO ABAXO
2 BABAXO ABABAXO
3 BABABAXO ABABABAXO

Ze wzgledu na nieprzemiennos$é mnozenia macierzy, nie moz-
na zaleznoSci tych zapisa¢ jednym ogdlnym wzorem. Jezeli jed-
nak macierze A i B sg przemienne, czyli AB = B4, do czego ko-
niecznym warunkiem jest jednakowa iloéé wierszy 1 kolumn w

obu macierzach /n = m/, wowczas otrzymujemy znany juz wzor:

I/n/ = A"B" X /26/

Interpretacja tego wzoru jest jednak daleke trudniejsza
niz poprzednich. W szczegélnesci orzeczenie, czy system jest
Z dodatnim, c2zy ujemnym sprzezeniem nie jest zupeinie banalne
- pewne wejsScia mogg wpiywaé na pewne wyjscia w kierunku deo-
datnim, a pna inne w ujemnym, 1 to zardwno w macierzy A jak
i w macierzy B. W ten sposib przesledzenie, kidre wejdcie jest
zwrotinie sprzezone dodatnio, a kidére ujemnie,
niemal niewykonalnym.

Je&l zadaniem



Przvkiad 1
Niech transmitancje A 1 B bedg dane nastepujgcymi wzorami:

1 P -2 5]

B = i1 0 —1j

!
f- 1

S | 10

n

| SRS

L 3 =1

Wida¢, ze wejscie X, wplywa slabo njemnie na wyjscie Yl’

stabo dodatnio na Y2 ijsilnie dodatnio na YS' Z kolei mozemy
stwierdzié¢, ze poprzez macierz B wejscie Y1 wpiywa silnie do-
datnio na Xi’ wejscie Y, geilnie njemnie i wejscie Y3 bardzo
silnie dodatnio. Nielatwo jest ostatecznie odpowiedzieé na
pytanie, czy wielkosé¢ wejsciowa Xl jest sprzezona zwrotnie
dodatnio, czy ujemnie. Poniewaz przyklad rozpatrywany jest
prosty /niewielkie wymiary macierzy A i B/ mozina przeprowa-

dzié dokadnz anzlize:

Niech X, = 1. Wéwczas wartosci wyjséé bloku A wynoszg:

[ = = = = 3. N § i >

Y, 1, ¥, i, Y, Nowa wartosé Xi wyniesie wiegc

X1 = 4/-1/ + /=2/ 1 + 5 3 = + 8, czyli wynikaloby, ze X, 6 jest

dodatnie. Analizs nasza jest jednak niepeina, nie uwzglednia-
my mianowicie faktu, ze wyjscia Y1, Y:2 i Yﬁ zalezg rowniez od
wielkosci wejsciowe] XQ. Nawet jesli na poczgtku ta wielkosé
wejsciowa byla zerowa, to juz po jednokrotnym obejsciu petli
sprzezenia zwrotnego bedzie miala wartosci niezerowe, a miano-
wicie:
XE =1/-1/ + 01 + /=-1/ 3 = - 4. Przy nastepnym obchodzeniu
petli, celem ustalenia nastepnej wartosci wielkosci wejscio-
wej X1 wpiyw wielkosci X; ujawni sie i1 moze pawet zmienic¢ cha-
rakter oddziatywania zwrotnego z dodatpniego na ujemny. Anali-
zy tej jednak dalej prowadzié nie bedziemy, poniewai celem
przykiade bylo nie zanalizowanie konkretnego przypadku, a
wskazanie na trudnosci takiej analizy.

Rozpatrywany system nalezal do prostszych, wektory byily
zaledwie dwu i trzywymiarowe. Mozna sobie wiec wyobrazié, na
jakie trudnosci napotyka prdéba analizy wysoko wielowymiaro-

wych systemow, w dodatku np. nieliniowych lub opisywanych row-
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naniami rdézniczkowymi.

6. Zakonczenie punktu 5 przyniosio wzér /26/, pozwalajacy

dyskutowal zagadnienie stabilnosci wielowymiarowych systemdw
w podobny sposdb, jak systemdw jednowymiarowych. 0téz na to,
aby syvstem byl stabilny koniecznym jest, aby kolejne wartos-
ci X/n/ malaly ze wzrostem n, a dokladniej, aby malaly wszy-
stkie sktadowe wektora X/n/. Jednak mpozniki, przez ktére
mnozony jest w kolejnych chwilach wektor poczgtkowy Xo’ sg
macierzami i nie mozna kryterium stabilnosci okreslié w spo-
séb tak prosty i bezposredni, jak w przypadku ukiaddéw jedno-
wymiarowych.

T. Aby trudnodéé te obejsé odwolamy sie do rozwiazania tzw.
zagadnienia wiasnege macierzy. Aby nie zaciemniaé aykladu
trudnosciami czysto rachunkowe) natury, uproscimy jeszcze
nieco wzér /1/, przyjmujgc, ze uklad B opisywany jest macie-
rza jednostkowg I, ktéra posiada wylgcznie jedynki na gléwnej
przekatnej 1 zera we wszystkich innych miejscach:

i 0 ...- 0
0

| ey - ST

Macierz I spelnia w rachunku macierzowym te samg role liczba
1 w konwencjonalnej arytmetyce. W szczegdlnodci mnozenie do-
wolnej macierzy przez macierz I lub jej dowolng potege nie
zmienia tej macierzy:

AI=TA=1"a=aA1"=24 /21/
Na podstawie /27/ mozna zaleznosé /26/ przepisaé w postaci:

n

/ o Al SBe o R IoR 7
X/n/ = A I'X, = A'X, /28,

8. Przypommnimy teraz kilka faktéw z teorii rachunku macie-
rzowego. Dla kazdej macierzy A istnieje taki wektor X i taka
wartosé R » Ze zamiast mnozenia macierzy przez wektor wystar-
o2y pomnozyé wektor przez liczbe




AX=A X

Znajdowanie liczbd speiniajgcych warumnek /29/

nazywane
Jest rozwigzywaniem zagadnienia wiasnego macierzy A

y & zna-
lezione wartosci nazywane sa wartosciami wlasnymi macierzy.
Aby rozwigzac¢ zagadnienie wlasne macierzy, przeksztaicimy

rownanie /29/ do postaci
/A - A1/ X=0 /30/

Zaleznos¢ /30/ przedstawia ukad réwnar liniowych jedno-
rodnych ze wzgledu na zmienng X. Uklad ten ma nietrywialne
/niezerowe/ rozwigzania tylko wtedy, jesli wyznacznik macie-
rzy /A - A I/ jest zerowy. Z tego wiasnie warunku obliczymy
vartosci wtasne macierzy.

det /A -A 1/ =0 /31/

Zaleznoéé /31/ jest ruwnanien algebraicznym stopnia réw-
nego stopniowi macierzy A /pojecie stopnia maclerzy mozna
przypomnieé sobie np. z ksigzki W.Smirnow "Matematyka wyzsza™
tom 3. czedé 1./

Réwnanie to ma wiec dokladnie tyle rozwigzan, ile wynosi

stopied macierzy A. Na podstawie rdéwnad /28/ i

/29/ mo-
zemy zapisaé:
o Fian e n s
X/n/ = A" X = A X, /32,

Wartosci X/n/ obliczone z réwnania /32/ beds malaty, jesli
wartosci wiasne ) beda mniejsze od jednosci. Jest to wiasdnie
poszukiwane przez nas kryterium stabilnosci:
system wiclowymiarowy liniowy jest stabilny, jesli nszystkie

wartosci wlasne jego transmitancji sg mniejsze od jednosci.

P. Niech w systemie jak na rysunku 43 transmitancje A 1 B
Wynoszg:
£l

a
-l | A
| | 2 0
Lo 1] L2
Stwierdzié, czy do okrecélania przebiegdw wielkosci
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P.

X i Y mozna stosowaé wzér /26/, oraz obliczyc te przebie-

gi dla X, =11 X, = 1.
XXX

Sprawdzamy przemienno$é mnozenia macierazy AiB

A B=[‘5 '4-! B A J-" 61

-2 OJ’ LE —4J

Poniewaz AB ¥ B A, wiec macierze &g nieprzemienne

i wzoru /26/ stosowac

inny, przed czytaniem

nie wolno. Jesli twéj wniosek byl

dlaszego ciggu rozwigzania przeczy-

o

taj jeszcze raz punkt
Celem obliczenia przebiegéw zbudujemy podobng jak w pun=
kcie 5. tabelke wartodci w poszczegdélnych momentach cza-

su:

chwila czasowa wektor X wektor Y

1 r
i 11

" [1.! Lil
5 -9

: [—2} [-2]
-17 53]

» { 181 [161
125 [-337]

g [-106; | -106)
-7617 2109
674 674

Jezeli sam nie wykonales tego zadania, to przynajmniej
sprawdi na podstawie tabeli z punktu 5 wszystkie przeli-

czenia, ktére doprowadzily do podanych w rozwigzaniu wy-
nikow.
Czy system jest stabilny?

XX

0. Wartosci obydwn wspélrzednych wektora X narastajg z upiy-

wem czasu, zatem uklad jest niestabilny.

Narysowaé zachowanie systemu w przesirzeni stanow X,, X,
A -




P.

iw przescrzeni Yl, il

XXX
Poprawne trajektorie przedstawiajg ryvsunki 44a i 44b.

Czy system jest z dodatnim, €Zy z ujemnym sprzezenienm

zwrotnym?

XxXx

0

U systemach wielowymiarowych 2z reguly nie wypowiada sie
zdan w rodzaju "system z dodatnim sprzezeniem” lub "sys-
tem z ujemnym sprzezeniem”™, ale zachowanie naszego syste-
mu /obecnosé narastajgcych, znakozmiennych oscylacji/ upo-
Gabnia ge do niestabilnego systemu z ujemnym sprzezeniem

zwrotnym.
Czy omawiany system jest stabilny praktycznie?

XXX
Nie, poniewaz nie potrafimy wskazad zadnego obszaru w

poblizu poczgtku ukladu przestrzeni stanu, w kidrym tra-

Jektoria pozostawataby dostatecznie diugo /w razie wgtpli-

wosci sprawdZ okreflenie w punkcie 3/.

Czy gdyby macierz B zastgpiono macierzg 1 system stalby
sie stabilnym?

XXX
Aby Lo rezstrzygnaé, obliczamy ze wzoru 31/ wartasci

wlasne macierzy A

Wartosci wlasne wynoszg +1 i -1. uklad Jest wiee na gra-

nicy stabilnosci
Czy gdyvby macierz A zaslgpiono macierzg I system stalby
£1€¢ stabkilnvem?
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Identycznie jak poprzednio

g R 4] )
| -2 -R_jt:x “A s

obliczamy wartosci wlasne:

it
(]

Réownanie to ma dwa pierwiastki zespolone sprzezone

.
Ai_ * ¥ 31 Az o -9 E

B 2 N 2

o

ol

o

W celu orzeczenia o stabilnosci musimy zbadaé¢ moduil

tych wartosci wiasnych:
(A4 =Jﬂzl = Vi+ 01 = % Vaz = 2f2'>1

Jak widaé system bedzie niestabilny.

o

W przypadku, gdyby dwa ostatnle zadania sprawily ci
trudnosci, powinienes jeszcze raz przeczytaé punkt 8 i
ewentualnie skorzystal¢ ze wskazanej ta: literatury.

9. Wszystkie dotychczasowe rozwazania prowadzilismy dla
systeméw liniowych, to zmaczy takich, ktérych uklady dawaly
si¢ opisywaé za pomoca transmitancji. W systemach nielinio-
wych pojawia si¢ pewne istotne novum w stosunku do systemow
liniowych: stabilnoéé systemu nieliniowego moze zalezed od
wielkosci sygnaldéw w nim wystepujacych.

Jest to zrozumiale, jedli przypomnimy sobie, w jaki spo-
s6b metoda przyrostowa wprowadzilismy dla ukladdw nielinio-
Wych pojecie transmitancji. Wartos¢ uzyskiwanych transmitan-
cji uzalezniona byia zwykle od wartosci odpowiadajgcej pun-
ktowi spoczynkowemu /patrz s. /, gdzle transmitancja wyno-
sita 2 Qo/. Poniewaz rownoczesnie warunek stabilnosci uza-
lezniony jest od wartosci transmitancji, czesio moze si¢ zda-
rza¢, ze uklad stabilny dla matych svgnaldow staje sie niesta-
bilny, gdy sygnaly przekrocza pewien poziom, lub ocdwrotnie -

wzrost amplitud moze uklad stabdbilizowac.




10. Omawiane wlasciwosSci systemdw nieliniowych rdwniez
wygodnie jest zilustrowac¢ za pomocg trajektorii s przestrzeni

standéw. Bysunek 3a przedstawviz typosg sytuacje - system

X |

Bys. 43a . Sysiem warunkowo
stabilny

jest stabllny, o ile nie oddall si¢ od poczgiku ukladu poza
przerywana linie /trajektoria 1 powraca do poczatku ukladu/.
Przy zbyt wmielkich odchyleniach system staje sig¢ niestabilny
i zupelnie traci résnowage /trajekioria 2/. Mozliwe sg i bar-
dziej zlozone kombinacje - np. system jest niestabilny = po-
blizu poczatku ukladun /wzbudza si¢/, ma obszar stabilnych

escylacji 1 jest stabilny poza obszarem eoscylacji /rys.45/.
Xz‘
!
|
!

Bys.45. System generujgcy
drgania

|
§
!
m
L/
i
i
!
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TEST 3
P. Okresli¢ zachowanie i stabilnosSé systemu, kidrego prze-
strzen stanu przedstawia rysunek 46.

Xz 4

it g Bys. 46. System warun-
X¢ kowo stabilny

XXX

0. Dla X, nie przekraczajgcego na modul wartosci a system
Jest stabilny i po wyirgceniu z rownowagi powraca do zera
kilkoma malejgcymi oscylacjami. Natomiast jesli X, prz-
kroczy a, systiem staje si¢ niestabilny. I

Jesli nie odpowiedziales, to niezawodny znak, ze czas

na powtorke!

« Teoria regulacj

Z¢ sprzgzeniem zwroinym, na

m
ewngirz eddziaiywac¢, czyli system
¥ Spo




nazwiemy odchyleniem i oznaczymy przez U. Odchylenie U jest
sygnatem wejSciowym bloku o transmitancji A, ktdrego wyjscie,
bedace rownoczesnie wyjsciem systemu, oznaczymy przez X i
nazwiemy W I EL K O A A REGULOWANA. Sygnazl

X podawany jest rowniez na uklad o transmitancji B, wytwarza-

jacy sygnal Y. Strukture systemu przedstawia rysunek 47.

z T v A r_____T__"__.
|
T

©

b 4 - B

Rys. 47. System regulacji

2. Rozpatrywany system jest systemem 2ze sprzezeniem
zwrotnym. Aby sie o tym przekonaé wystarczy zatozyc, ze wWy-—
muszenie Z jest rdéwne zeru. Wowczas sygnal U jest réwny +Y
lub -Y 1 mamy klasyczny, znany z poprzednich rozdzialéw, sy-
stem ze sprzg¢zeniem zwrotnym dodatnim, o ile sumator dodaje
Z do Y celem uzyskania U, i ujemnym, o ile sumator odejmuje
Y od Z.

3. Poniewaz system ten posiada okreslong wielkos¢ wyjs-
ciowg /X/ 1 okreslong wielkos8é wejSciowg Z, sensowne jest
mowienie o jego tramsmitancji. Wyprowadzimy wzdér na transmi-
tancje takiego systemu:

Z okreslenia sumatora mamy

U = 215 Y,

przy czym + odnosi sig¢ do systemu z dedatnim, & - do systemn
Zz ujemnym sprzezeniem zwrotnym. ‘
Z kolei

X=ATU 1 Y=BX /AB £ 1/ /AB¥ -1 |
Dokonujge odpowiednich podstawien mamy:

X= A/Z-Y =A/Z*B Y




X/1+ AB/=A1L
i ostatecznie
i
X= —=2 z /337
i +AB

Nalezy zwroci¢ uwage na zmiane kolejnosci znakéw + i - .,
Obecnie - w mianowniku odpowiada systemowi z dodatnim sprze-
zeniem zwrotnym a, + Systemowi z ujemnym sprzezeniem. Ostate-
cznie transmitancja naszego systemu ze sprz¢zeniem zwrotnym
ma postadé:

A

G = — /34/
1+ AB

4. Wzory /33/ i /34/ s bardzo wazne ze wzgledu na szero-
kie zastosowanie, jakie majg systemy typu przedstawionego na
rysunku 47. Systemy takie nazwiemy S Y S TEMAMI R E-
GULACUJI < ze wzgledu na to, Ze najobszerniejsze zasto-
sowanie i najszersze opracowanie naukowe systemy te znalazly
w dziale automatyki zwanym teorig regulacji.

Rozpatrzmy dzialanie systemu regulacji w przypadku kiedy

B = 1. Wowczas w systemie z ujemnym sprzezeniem zwrotnym U
jest rowne roznicy pomigdzy wielkosScig wymuszenia Z a wiel-
koscig Wwyjsciowa X.

Jezeli wiec transmitancja A bedzie dodatnia, system taki be-
dzie dgzvl do uzgodnienia swej wielkoSci wyjeciowej X z wymu-

-

szeniem Z, vz X mniejszym od Z zaistnieje dodatnie U, ktore

rzez transmitanc A wpiyvnie na wzrost X, w przeciwnym przy-
y . F

padku ujemne U obnizy X.

5. System tak zorganizowany ma mozliwosci utrzymywaé¢ wiel-
kosé X rownag kazdorazowo wielkoscil Z pomimo istnienia dowol-
nych zakloécen, Zagadnienie panowania nad systemem, przy obec-

nogci zakidcen, jest znane w biologii pod nazwa homeostazy,

9/ & : A -
‘Svstemy regulacjl sg szczegdélnym przypadkiem systemow ste-

rowania. Obejmujg one ukiady zamkniete, najcz¢sScie] ujem-
nym sprzezeniem zwrotlnym.
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a w nankach technicznych i ekonomii pod nazwa sterowalnosci
/kierowalnesdeci/. Jest to problem wazny i trudny do rozwigza-
nia na drodze innej, niz wskazany system regulacji. Rozwazimy
bowiem inne mozliwosci:

Mozna usilowaé ograniczyé dostep zakldcen do systemu. Przy-
kladem tego typu rozwigzania jest skorupa zdéiwia. Jest to je-
dnak rozwigzanie nieeleganckie, kosztiowne, i co gorssza, naj-
czeSciej nieskuteczne - zakldcenia czesto s§ niezbednsg czgs-
cig funkcjonowania systemu.

Mozna usilowaé mierzy¢ lub w inny sposéb oceniaé aktumalng
wielkodé zaklécern i staraé si¢ im na biezaco przeciwdziaizaé.
Taka metoda "kompensacyjna" ma wielu zwolennikdw, ale réwniez
nie jest wolna od wad: aby zakldcenia mierzyé, trzeba je zmnaé
luab przynajmniej domyslaé si¢ jakie s3, tymczasem wigkszosci
zakléced w rzeczywistych systemach zwykle nie znamy lub nie
znamy ich wplywa na system.

Pozostaje ostatnia mozliwosé - likwidowaé nie przyczymy,

a skutki. Nie analizujgc co byio powodem odchylenia, zwalcza-
my je, stosujgc oddzialywanie proporcjonalne do wielkosci od-
chylenia. Metoda ta, to nic innego, jak tylko opis dzialania
naszego systemu regulacji.

6. Aby byé w pelni obiektywnym nalezy wskazaé réwniez i na
slabg strone regunlacyjnej koncepeji zwalczania zakldcerd -
otdz aby system regulacji zaczal interweniowaé, musi zaist-
nieé odchylenie od wymaganego przebiegn, poniewaz wlasnie to
odchylenie uzyte jest do sterowania systemea.

Dla zlagodzenia tego mankamentu stosowany jest ukXad o
transmitancji B. Jesli B jest duze, to nawet niewielka odchyi-
ka spowoduje silne oddzialywanie i szybki powrdt do warunkdw
bopra-nej pracy. Uk¥ad B moze byé zreszig bardziej zlozony,
moze on np. obliczaé pochodna sygnalu wyjisciowege, czvli je-
811 tylko sygnal zacznie wzrastaé¢ /dodatnia pochodna/, to juz
pojawi sig oddzialywanie itp. Przyjeio sig w technicznych
zastosowaniach nazywaé uklad A obiektem, a2 uklad B regulato-
rem.



7. Transmitancji regulatorz nie mozna jednak zwiekszaéd

nieograniczenie, gdyz w systemie naszym obovigzuje ten sam

marunek stabilinosSci, co w systemie bez wejsé:

ja B[>1 /35/
Przyklad i1

E. Systemem regulacji bylby w ekonomii fundusz wyréwnaw-
czy, stabiliznjgcy dochody rolnikow niezaleznie od warunkdw
losowych typu: mnieurodzaj, kleski zywiolowe itp. Wielkosé Z
byXaby woéwczas przyjeta Srednia rocznych dochodéw, a wielkosé
X rzeczywistymi dochodami. Gdyby dochody realne w rokm szcze-
gélnie urodzajnym przekroczyly zalozong Srednig, nadwyzka ich
/U/ bylaby akummlowana, natomiast w latach nieurodzaju ten
fundusz nadwyiek mogiby byé podstawa subwencjonowania. Sys-
tem taki stabilizowalby dochody niezaleznie od pPrzyczyvn wply-
wajacych na ich wahanie. Na podobmej zasadzie funke jonujg
wszelkie instytucje ubezpieczeniome.

T. Podczas diugotrwalego lotu funkcje pilota w duzych sa-
molotach komunikacyjnych przejmuje automat, kidory sprawaje
kontrole nad samolotem, pordéwnujgc kierunek i wysokoéé lotm
—~ podane ma przez pilota /Z/ - z aktualnym polozeniem i kie-
runkiem lotu /X/. W razie odchylenia /U/ stanowi ona podsta-
w¢ do intervencji automatu, ktdéry organami sterowania dazy
do zmniejszenia tej odchylki do zera. Automat taki zdolny

Jest zlikwidowaé zaburzenia lotu niezaleznie od poxcddw ich
zaistnienia.

B. Jeéli wyciggam reke, aby pochwycié Jakis przedmiot, to
ruch ten jest pod kontrolg wzroku. Wielkesé oddzialywania
ukiadu nerwowege na edpowiednie miesnie /U/ jest propercjo-
nalna do obserwowanej roznicy pomigdzy poloieniem przemiotu

do ktorego dazg, /Z/, a aktualnym polozeniem reki /X/, zaob-

serwvowanym przez oczy /Y/.

8. Wz6r /1/ pozwala w sysiemie regulacji okreslié¢ ze zna-
nej wielkosci wejsciowej /Z/ wielkosé wyjéciowa /X/. Pamie-
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tajmy przy tym, ze zarowno Z, jak i X sa najczedciej funkcja-

mi czasu.
Przeksztalcimy teraz ten wzér tak, aby uzyskaé zaleznosé

odwrotng wigzacg znang wartosé¢ X z nieznang.Z. Wzér taki o-
kresli nam, jakie wymuszenie musimy stosowaé wobec systemu,
jesli chcemy osiggnaé okreslony przebieg wielkosSci wyjsciowej.

Tw 2t 8 /36/

Mozemy réwniez postawié pytanie, jaki powinien byé regula-
tor /transmitancja B/, aby przy okreélonym A i okreslonym Z

zapewnié¢ wymagany przebieg X:

B= T/% - % /37/

Wzory /35/, /36/ i1 /37/ beda uizywane przy rozwazaniu kon-
kretnych systemdéw ze sprzezcniem zwrotnym, ktdére rozpatrywaé

bedziemy w tescie.

P. Wykazaé, ze w systemie regulacji wielkos¢ wyjsciowa jest
uzalezniona od siebie samej /jest sprzezona zwrotnie/.
XXX -
0. 0d wielkosci X zalezy wielkoéé Y, ta zas z kolei ma wplyw

na wielkoéé U, decydujgca o wielkosei X.
Przy braku pozytywnej odpowiedzi powinieneé jeszcze

raz przeczytaé punkty od 1 do 4.

P. Czy system regulacji wykorzystuje przy usuwaniu zaktocen

informacje ¢ ich charakterze i wielkosci?
XXX

0. Nie. Jedyng wykorzystywang informacjg jest stwierdzenie
faktu zaistnienia odchylenia, natomiast jego przyczyny 53

obojetne.
Przy nieprawidiowej odpowiedzl nalezy przypomnieé¢ so-

-

bie wiadomosci z punktdw 5,6 1 7.
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Co nalezy wybrac¢, zmnajac zakldcenia wplywajace na obiekt:
system regulacji czy pomiar i kompensacje zakldcen?
XXX

Pomiar i kompensacje, poniewaz system regulacji z zasady
swego dziatania musi dopuszczaé do pojawienia sie odchy-
tek /gdyz kompemnsuje je dopiero do ich zaistnieniu/, na-
tomiast system z pomiarem zakldécen, o ile jest prawidiowo
wykonany, bedzie interweniowal juz po zaobserwowaniu przv-
czyny zta, nie czekajac na jej efekty.

W razie innej odpowiedzi koniecznie przemysl jeszcze
raz punkty 5 i 6.

Wykazaé¢, ze model gospodarki nerodowej - proponowany przez
Keynesa - jest systemem ze sprzezeniem zwrotnym, i to sy-
stemem regulacji. Przyjmiemy, ze model ten zaklada, iz
dochéd narodowy netie X jest suma wydatkow przeznaczonych
na inwestycje Z i wydatkow przeznaczonych na konsumpcje Y,
przy czym zaklada sie, ze

Y=BX 0 B 1

gdzie B jest stopg konsumpcji.
Okreslié¢ transmitancje tego systemu i ocenié jego stabil-
nosé.
XXX
Z warunkéw modelu atwo ustalimy, ze:

X=Z2Z+Y=12+BX
czyli

Pordwnujac ten wz6r ze wzorem /35/ dochodzimy do wniosku,
ze mamy do czynienia z syslemem regulacji o dodatnim
sprzezeniu zwrotnym i transmitarcji obiektu A = i. Trap-

smitancja systemu wynosi



System jest stabilny, jesli
padku zachodzi. System przedstawiz rysunek 48,
Z

5;
|

Rys. 45. Model Keynesa

Jedli napotkaled przy rozwazaniu tego zadania na trud-
nosci, powinienes zapozmaé sie z ksigzks O.Ldnge "Wstep
do cybernetyki ekonomicznej".

Postawimy teraz systemowi regulacji opisujacemu model
Keynesa zadanie okredlenia potrzebnej wielkosci nakladéw
inwestycyjnych Z, zapewniajgcych zadang wielkosé produk-
cji czystej P.

XXX

Musi oczywiScie byé speiniony warunek stabilnosci rynku:

X=P

/Suma pieniedzy wydatkowanvch musi byé rowna wartosci

produkeji/.

Wykorzystujge wzér /42/ mamv wowczas
Z=/1-B/X=/1-B/P

Powiedzmy, 22 w modelu Keynesa zadana jest

=

kladow inwestycyjnveh Z i wartosé docelewe] produkeii
czystej. Czy system pozwala na wyznaczenie stopyv konsump-
cji?

XXX
Stopa konsumpeji odgrywa w naszvm modelm role regulatora
mozemy wigc wyznaczyé ja ze wzoru /43,

/
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zbudovywaniem modeli Keynesa i zwia-

stemow regulacji.

pierws

Jd

narodowy netto X

281l sumg

=

inwestycji wtornych W, propc

iochodu narodowego X:

odac¢ jego tramsmitancje. Jaki jest
Sci?
X0

przedstawia rysunek 49. Na podstawie

o

Model

1

Warunek

¥
b <8

kKonsumpc] i

eynesa z uwzgle Lycli
Z Tozdzialu II, pod 1 ZOTOwW
m{ napisac

€ rozbudowan




P. Obecnie rozbudujemy schemat Keynesa w innym kierunku:

niech, jak w pierwotnym modelu, na dochod narodowy skia-

daja sie jedynie inwestycje Z i konsumpcja Y. Jednakze

»

niech gospodarka, ktdérg modelujemy, partycypuje w handlu
miedzynarodowym i uzyskuje na rynkach sSwiatowych kredyty
proporcjonalne do calkowitego posiadanego kapitaiu K, ze

wspétczynnikiem proporcjonalnosci D, oznaczajgcym stopeg

naktaddéw pracy zywej i bedacym sumg dochodu narodowego X

i kredytéw V, przy czym V = D K. Narysowac¢ schemat syste-
mu regulacji odpowiadajacego temu modelowi i okreslié jego
transmitancje.

XX

0. Schemat systemu przedstawia rysunek 50. Jak widaé system

=r H o e B e
| ?

Y D

1
L

Rys. 50. Model handlu miedzynarodowego

jest zlozony z dwu, szeregowo policzonych systemow regu-

lacji. Systemy skladowe opisywane sg zaleznosciami:

g, K= —— X,

X

n

a caly system opisuje zaleznosé:
3 y I J

K= —F — 2

P. System regulacji stanowi rowniez model dla schematow re-

produkcji Marksa. Najpierw rozwazmy gospodarke narod

jake calosé. Produkt globalny netto X jest sumg nakladow
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XXX
Schematy obu ?zialdw, zbudowane analogicznie jak w poprze-

dnim zadaniu, przedstawia rysunek 52. Aby dokonac ich poiag-

‘*_{L__{ PR _.::_.@ ’ o %g

et
B

;.__~ 8’ I——* W Dy l

Vie M J

Rys. 52. Model reprcdukcji prostej w» dwu dzialach

czenia postugujgc si¢ warunkiem reprodukcji prostej, mu-
simy jeden ze schematdéw odwrocié metods wekazana wzorem

/36/. Jesli zrobimy to ze schematem pilerwszego dzialum,

otrzymamy zedl system o transmitancji /1 - B wejsciu X,

1.'v
i1 wyjsciu Vl + M1 /Tys. 53/

Ve My Rys. 53. Meodel zastgpczy dzialu |

*Xl*—{’ o Bf R et i

Poniewaz z warunku reprodukcji wyjscie tego wystemu

réwne wejsciu drugiego, nie zmienionego

-
mu moz

je wiec po2aczyé szeregowe /rys.54/, uzyskujge system o

transmitancji:

-
'
(=]

>
>

]
e

n

L}
=]
[

)

50 vy MY oy IS g SR
i - | 1

Model zastepczy dwu | n
dziaXdw IR TR



W identyczny sposob zbudujemy system regulacji odpowiada-
jgecy modelowl gospodarkl parodowe] w warunkach reproduk-

lu wartosé¢ produktu dodatkowego

na sume¢ produktu przeznaczonego

Zwigkszenie zasobow Srodkow produkeji !(. produktu prze-

Znaczonepgo na zZwiekszenie zatrudnienia Mv i1 cz¢sci produk-

R N, %o

Warunek rdéwnowagi bgedzie obecnie bardziej rozbudowany,
a mianowicie:

My =V ML M,

Oznacza on, ze zapotirzebowanie drugiego dzialu na sSrod-
ki produkeji, potrzebme na aktualne potrzeby i na rozbudo-
we, musi by¢ rownowazone przez zapotirzebowanie pierwszego
dziaiu na eredki konsumpeji potrzebne na wyplaty robotni-
kom aktualnie pracujgcym, nowo zatrudnionym i na Konsump-

c)e nieprodukecyjna. Stosujac postepowanie identvy
J E A A 3 3

zne jak
% poprzednim zadaniu, nalezy okreslié transmitancie obu

dziaiow, a nasiepnie transmitancje catosci gospodarki.
XXX

Transmitancje obu systemow przedstawiajacych dzialy wyni-

;:":4' Z ._.J 4 | SRS

4

Bys.55. Model reprodukc)i rozszerzone

MATKS&a




/D2c N D2v * DZn

Widaé, ze wspéiczynnik D, rozbity zostat na skiadni-
ki D, ., D i D, ktérych znaczenie wynika z rysunku

55.
¥ celu polgczenie systemdéw musimy jednak dokonaé pew-

2v

nych przegrupowali, tak aby wejsciam do pierwszege syste-
ma byio tylko V1
Strukture systeméw po przegrupowaniu przedstawia rysunek
56.

- Mlv + Mio‘ a do drugiego 02 + MZC'

At ¥

Vg Myt

el [

' T
“ 8, F-B_’L!”‘
i

=
|
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My o‘f | : z o D”

|
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Rys. 56. Prsekszialcony model reprodukcji rozszerzonej

Transmitancje wynoszg teraz

¥ 1

X = i + M

e W, Vi o+ My + Mo/
1 ic

X, = 1 /Cy + Mo/

1 - /D2y + Dpg + E




Day |

Dzo |

zastepczy reprodukeji

% przypadkach dynamicznych,

E

rozsezerzonej
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zmienne Z, X

kejami czasu,

transmitancje,

tylko
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nia 1 ewentualnie bardzie}j
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zmienng, system taki mozemy wigc nazwac S

STABILIZAC J I. Wielkos¢ Z mozemy rownliez zmieniac

wedlug pewnego zadanego progzramu. Sysiem regulag bedzie

dazyl do utrzymania zmian wielkosei X ¥ | izu 1=
kos$ci Z, zatem X bedzie réwniez 0 Sie Z e z zalo-

zonym programem. System mozemy wowczas nazwac S Y ST E -
MEM PROGRAMOWY M Ostatni przypadek moze pcle-

o

gaé na tym, ze wielkosSé Z jest od nas niezaleina, a cheieli-

7
(3]
2]
”
i
.
e
¢
=
o
-
-
p
>
v
w
o

bySmy, aby wielkos¢ X odwzorowywaia

Z /np. polozenie anteny radarowej X powinno
znanymi z géry zmianami polozenia samolotu Z/.

|
nazwiemy wowczas systemem SLEDZACTY M.
|

TEST 2

P. Jako przyklad syslemu programoweg!

stu 1 model gospodarki Kevnesa, w Kior

przebieg wyplat inwestveyjnych /Z/1

przebieg wielkosci dochodu nparcdowego.
XXX

0. T poprzednic wyprowadzonego wzoru mamy

P. Poslugujac sie jak poprzednio modelem Keynesa. ustalid

nalezy przebieg czasowy potrzebnych inwesty i, jesli

z prognoz demograficznych wynika, 2ze iles¢ zatruda
bedzie wzrastala zgodnie z funkcjg N/t + wielkosé pro-
dukcji czystej Jest proporcjonalna o josei zatrudnio-

nych:

0. ¥ tescie plerwszym wyprowadzono wzor na wielkos¢

dow inwestycyjnych niezhed







Rozdziat III

TEORIA WIELKICH SYSTEMOW I OPTYMALNEGO STEROWANIA SYSTEMAMI
GOSPODARC ZYMI

1. Wielkie systemy

1. Systemy dotychczas rozpatrywane skladaty sie¢ z kilku
zaledwie ukladéw stosunkowo prosto ze sobg polaczonych.
Dzieki temu analiza tych systeméw nie nastreczala wigkszych
trudnosci, niz analiza samych ukladéw. Sytuacja zmienia sig
w istotny sposéb, gdy zamiast kilku ukladdéw na system skla-
da sie ich kilkaset, oraz kiedy system jest wielowymiarowy.
Niemozliwe staje sie wowczas okreslenie przebiegéw wszyst-
kich wielkosci w systemie, i to zardwno "recznie®, jak i

przy uzycin obecnie stosowanych maszyn matematycznych.

2. Pojecie systemu "wielkiego™ jest wzgledne, 1 jest wy-
razem nie tyle wielkosci samego systemu, lecz raczej trud-
noéct analizy. Podobnie, jak dla pewnych prymitywnych ple-
mion kazda ilosé przekraczajgca trzy nazywa sie "duzo", tak
i dla wspbiczesnej cybernetyki, kazdy system, kidory ze wzgle-
du na swag wielkodé nie poddaje sie analizie, nazywany jest

wielkim.

3. Nie mozemy wiec Scidle okreslié, ktdére systemy sg

"wsielkie*®, mamy jednak pewnosé, ze wszystkie systemy napraw-
de adekwatne do realnych systemow gospodarczych i nie zawie-
rajgce drastycznych upreszczen bedsa bardzo wielkie gdyz za-
réwno mnogosé i wielorakosé sprzezen, jak i wielowymiarowos(¢

tych systemdéw jest niepordwnanie wigksza, niz jakichkolwiek

innych systeméw, z wyjatkiem moze jedynie biologicznych.

4. W systemie wielkim, ze wzgledu na niezbedng 1iles¢
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Rozpatrzmy dla prostoty wylgczaie j

49 asystemu i jedno wybrane wyjscie 2z

starali okresli¢ przyblizeng wartosd zg-
cej dane wejsciowe z danvm wyjsciem, i
nastg¢pujgce obserwacje

X i e 3 4 5

Y 2 2 4 7 i1

XXX
0. Bedziemy si¢ starali dobraé wspoiczynniki A i E -

czynniki regresji liniowej/ tak, aby podane reos moz-

liwie najlepiej odpowizdaly wartosciom otliczonym z row-

nania

Dopasowanie uznamy za najlepsze,

suma EKEwadratow

ot
o

réznicy pomigdzy wartosciami rzeczywistymi a wartesciami

obliczonymi ze wzoru /38/ bedzie minimalna

dopasowanie metoda najmniejszych kwadratow/. iki
A i B wyrazajg sie wzorami /patrz Z.Hellwig "Elementy ra-
’ 10
chunkz prawdopodobienstwa i statystyki matematycznej" ik
E/} E/X/ E/Y
B = : - ¢
- E°/X/
A= EB/Y/ - B EB/X/ . 4

Zapis E/X/ oznacza Srednig wartos¢ zmiennej X, podobnie

wszystkie inne zapisy. W zwigzku z tym mamy:

E/X/ = 3 E/XY/ = 22,4 E/Y/ = 6 E/X"/ = 11
Podstawiajac te wartosci de wzorow /38, 1 /40 ILrEymam)

A= -0,8 B= 2,2

10/i

+Bellwig: Elementy rachunku prawdopodobienstwa i s -
styki matematyecznej, PWN, Warszawa 1972,
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2. Sterowanie optymalne

1. Kazda dzialalnosé czlowiek stara sie wykonywaé w o-
kreslonym sensie optymalnie. Jesli jednak chcemy, aby opty-
malne bylo réwniez zachowanie tworu cybernetycznego, jakim

jest system, musimy siowu optymalnie nadaé¢ sens scisly i ma-

tematyczny. W tym celu wprowadza si¢ pojecie K R Y TE -
RIUM JAKOSC I. Eryterium to jest pewna funkcjg wiel
kosci wyjSciowych systemu, zalezng od celdw, jakie stawiamy
systemowi. Poniwaz wielkosci, od ktorych zalezy wartosé¢ kry-
terium, sg czgsto funkcjami czasu /przebiegi wielkosci wyjs-

ciowych/, wiee kryterium jakesci moze byc réwniez funkejona-
lem.

2. Zagadnienie optymalizacji systemu sformulowaé teraz
mozna jako zagadnienie sformulowania kryterium jakoBeci 1 je-
go maksymalizacji lub minimalizacji. Jest to z matemalycznego
punktu widzenia juz zadanie dobrze postawione: nalezy zna-
lezé ekstremum funkcjonalu przy ograniczeniach wynikajaeych
z matematycznego opisu systemu. Zagadnienie takie lezy za-
sadniczo w obrebie dzialu matvematyki zwanego rachunkiem wa-
riacyjnym, jednakze ze wzgledu na jego specyfike i "stopien
trudnosSci wypracowano w cybernetyce szereg metod specjalnych,
stuzgcych do rozwigzywania zadan optymalizacji systemow,

Na uwage zasiugujg szczegdlnie dwie metody: oparte na pra-
cach radzieckiego matematyka Pontriagina metody zwane zasads
mak simum 11/ i zaproponowana amerykanskiego badacza R. Bell-

2/

mana koncepcja programowania dynamicznego

3. Obie wymienione wyzej metody matematyczne wymagajg dla

pelnego zrozumienia bardzo zaawansowanego przygolowania ma-

11’Pontr1ag1n: Matematyczna teoria procesdw optymalnych,
MON, Warszawa 1968.

12/R.Bellnan. S.Dryfus: Programowanie dynamiczne. Zastoso-
wania, PWE, Warszawa 1967.




i Taram 1¢ wigC jedynle zreferowac istote
1 ZvEftaqQy naltomiast szoe? WYWOoAaow maitema-
iy catkowlcie ominiete.

4. Przyjmijmy na poczatek, ze Kryvterium jakosci systemu
Jesi czas przejscia ukladu z jedanego stanu w drugi, Scisle

strzeni stanow

okreslony. Zadanie to mozna przedstawié w prz

Przez oznaczenie punktu poczatkowego P 1 docelomego D ,rvs.5
P I , g )

Y2 |

Rys. 58. Trajektoria
optymalna

\

W zaleznosci od sterowania system moze przebyé droge od

stanu P do stanu D po réznych trajektoriach, z ktdérych tvlko

8

Jedna /pogrubiona na rysunku/ zapewnia minimalny czas prze)s-

1a. Trajektorie te nazwiemy optyvmalna, a sterowanie, Kktore
Zmusza sysiem do poruszania si¢ po trajektorii optymalnej,

nagwiemy sterowaniem optymalnym.

5. Charakter sterowania optymalnego zalezny jest nie tvlko

¢d rodzaju postawionego kryierium optymalnosci i od charakte-

ru rownau opisujacyech system, ale w glowne) mierze od ograni
czen nalozonych na mozliwe sterowania.
Gdyby ograniczen nie byvlo, dla uzvskania maksymalnej sz

Kosci przebiegow trzeba byio operowac nieskolczenie wielkim

mocami. Jest to rozwigzanie tyvlez nierealne ,/nie dysponujemy

mozliwosclig rozwiniecia mocy wiekszej niz okreslona/, co i

Nlelnteresujgce z malemalvcznego punkiu widzenlia: takie roz-
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wigzanie mozna wynyslié¢ zwyczajnie zastanowiwszy sig ua
istotg ruchu w przesirzeni stanow, B bez zadnych chliczed
6. Jeiell sterowanie dokonywane jest z uwzglednieni
ograniczen, tc majg one zwykle wlasnie postac ograniczenia
¢ 1los ener i

mocy sterowania lub ograniczenia caikowlile]

/nak¥adéw/ zuiyte] na sterowanie.
Sterowanie optymalne polega wigec na rozdziale posiadanego

zasobu sSrodkdw w najlepezych porcjachk. Z zasady maksimum wy-

nika, Ze nalezy w tych warunkach aosterczac $rodki mozliwe

w duzych "porcjach®, gdyz wowczas uzyskuje sig¢ mozliwie naj-

wiekszgq szybkosé przebiegdéw. Rozwazymy przyklad.

Przykiad i
Niech system jako catosé posiada jedno wejscie i dwa

wyjscia. Niech predkosé zmian plerwszej wielkosci wyjsScio-

wej Yi bedzie r wna aktualnej wartosci wiel

dt
natoxiast przyspieszenie zmian /druga pochodna/ drugiej
wielkodei wyisciowej Y, niech bedzie tez rdéwne wielkosci
“

wejdciowe);

%y

C

,.,._2 =X /43/
dat”

Nietrudno zauwazyé, ze przy tak postawionym zadaniu Y,

jest niczym innym, jak szybkoscig zmian wielkosci Y,.

de :
Yl ® s /44/
dt
Przyjmijmy, ze wielkosé sygnalu sterujgcego X nie moze
przewyzszaé wartosci +1 lub -1,
Z zasady maksimum wynika, Ze aby nasze sterowanie byilo
optymalne w sensie minimalnego czasu przeprowadzenia sysle-

mu z jednego stanu do innego, powinnismy operowac¢ maksvmal-




{ 1 11 i -1 jus t 12 ¥ -
<ied Eim syeg X rzet iziatac.

v nkretne pytat lezy ® 1 Zym i
SPrawdzic naszy ystem 7 I nego i ! AW prz Lr i
stapu ao poczatku ukl poirzedaych tej przestrzeni kre-
slimy najplerw, Jjakie ektorie sg w przest stanu @moz-
liwe przy dostepnych nam sterowaniach. Jezeli dziatac bedzie-
my sygnalem X = + 1, to czasowy przebieg iennej Y, myzna-

1
czymy calkujgc wyrazepie /42
Y, = +1 + C_ 45

Na podstawie rdwnania /*4/ czasowy przebieg zmian wielkos-

¢ci Y, uzyskamy przez scalkowanie wyrazenia /45 jeszcze raz
wzgledem czasu:
i y
Yo =% T C‘L + Co 46/

~ ~

Wartosei statveh C, i C, okreslimy z warunku, ze w chwili

poczatkowej /t=0/ system znajdowal sig¢ w punkecie A o wuspot
rzednych Y i Y,.. Wstawiajgc te wartosci do rownan /45
4 v DA .

1A 2A
1€

i /46/ otrzymamy, Z¢

Ruch systemu opisujg wiec dwie zaleznosci czasowe:

. 1 2 . .
T = % t » Bas b
™ < 1A <A

Z rownan /497/ mozna wyeliminowa¢ czas /np. oblicu

Z plerwszego rownania 1 wstawilajac do drugiego,. Olrazym

wowczas rownanie trajektorii we wspolrzednye ) 45 Y
v - A oy v 1 e
Ly & 2 X,  JOREL T e 1
- - - ~ - L8
I'rajektorie opisane rownaniem /48,/ przedstawiajg 1

W przestrzeni stanow /rys. 5%/. Polozenie paraboli zalezy od
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polezenia punktu A. '

Rys. 59. Trajektoria przy sterowaniu x = + 1

Dla X = - 1 mozemy przeprowadzié analogiczne rozumowanie,

otrzymujgc w rezultacie rdéwnanie trajektorii
1 , 1 y ;
Y, = - 3 Y + /Y + 3 Y y /49/

Rodzing tych trajektorii dla rdéznych polozen punktu A

przedstawia rysunek 60.

Yi

Rys. 60. Trajektoria przy sterowaniu x = - 1

Z wyjatkiem przypadkowych polczen punkiu A wzgledem pocza-

tkn ukladu wspélrzednych nie ma trajektorii, ktéra by bezpos-




redrioc doprowadzala syvstem do poczalku ukiladu
S anie optymalr edzie wie polega¥o ne¢ j

irogl I ich trajekioril 0aPOW1dajac

ioprowadzita ona z zasadnego punkiu do poczatlxil
: 4 " >~ P g B o * A

nimalny takiego "przejazdu zagwarantowany

przyjecie, wynikajgce) z zasady maksimum, "marszruty
cznie po czesciach trajektorii odpowiadajgcych maksymalnym
mezliwym wartosciom svgnaiow sterujgcych.

Okreslimy teraz algoryvim wyboru trajektorii, a wiec i sy-

gnaiow sterujgcych. Z rysunku 59 wynika, ze jest tylko jed-

na trajektoria przy X = +1 pozwalajaca dojsé do punkiu doce-

lowego /poczatku ukiadu/. Przebiega oma w IV éwiartce ukladu
wspoirzednych /dalszy cigg tej trajektorii nie jest uwnzgied-
niany, poniewaz prowadzi od poczgtku ukiadu/. Jedna jest tez
taka trajektoria na rysunku €0, Obie te trajektorie dajg li-
nie dojscia, pozwalajaca na dotarcie do celu. Linia ta dzie-

li caly obszar przestrzeni stanu na dwa obszary ,/rvs. 61,/.

Yo b

X=~1

A+ o4 g * Ot 4
A~ a nve. 1. Slerowanile
4 1

+1 opilvmaine
~—’

} Xmof

W obszarze pod linia /zakreskowanym, nalezy najpierw za-

stosowac sterowanie pelinym d¢

dotarciu do linii dojscia wigczy¢ svgnat X = - 1. Dokiadnie

zeciwna procedura cbowigzuje przy sterowaniu 2z punktow le-

h powyzej Kkrzywej.




Algorytm sterowania jest wigec nastgpujgecy:

Dla 1linii granicznej z rdéwnan /48/ i /49/ otrzymujemy za-
leznosci:
Y,+3 Y; sign¥ =0 50

Funkc ja sign wystepujaca we wzorze /50/ ozpnacza znak i

przyjmuje tylko wartosci +1 i -1.

+1 dla Y 0

sign Y1 = . >
-1 dla Y, < [
Latwo sprawdzié, ze powyzej linii dojscia rdéwnanie /50/

zmienia sie w nierdéwnosé:

- G
Y, +35 Y, sign ¥, > o, /52/
a ponizej, w nieréwnosé
; - P
PR h ol G A Lo /53/

Rownoczesnie w obszarze, gdzie obowiazuje zaleznos¢ /53/,
poczgtkowy sygnal sterujgcy jest dodatni, a w obszarze, w
ktérym obowigzuje zaleznosé /52/, poczatkowy sygnal steru-
Jacy Jest ujemny.

Reasumujgc stwierdzimy, ze tam gdzie wartosé lewej stro-
ny wyrazenia /50/ jest dodatnia nalezy stosowaé sterowanie
ujemne, a tam gdzie ujemna, dodatnie. Regule te nazywamy re-
gula optymalnego /w sensie minimum czasu potrzebnego na zmia-
ne poltozenia w przestrzeni stanéw/ sterowania systemu. Re-
gule tg znalefZlisdmy w oparciu o zasad¢ maksimum Pontriagina.

7. Z obszernie przeliczonego przyktadu wynikaja dwa wni-
ski: Nawet w tak prostym systemie, jak rozpatrywany przez
nas, i przy tak prostym kryterium jak minimalny czas dzia-
Yania systemu, ilosci obliczen potrzebne do wyznaczenia ste-
rowania optymalnego sg dos¢ znaczne. Sytuacja komplikuje sie

ogromnie w przypadku systeméw o wiekszej ilodci wymiardw i




ardzie cilekawych krvteriach /wskaznikach } ZOGSCc1l.

programowania dynamicznego.

systemem bedzie ferma hodowle azni-

...
=]
)

dochdd ze sprzedazy bydla w cig-

«»

/dta /za sztuke/ oznaczymy przez C

poszczegdlnych latach przez Y,

i

w
tnik ten ma postadé:

N
s
I R c X 54
h A
{=1

»zyli jest po prostu sumg dochoddéw pochodzacych ze sprzeda-
zZy w poszczegolpyvch latach. W przeciwienstwie do poprzednie-
go przykladu, w tym przypadka chedzi nam ¢ maksymalizacje
wskaZnika. Przyjmiemy najpierw, ze nie uwzgledniamy Zadnych

ograniczen, ze na poczgtkn posiadamy X sztuk bydla, i ze

roczny wzrost pogiowia jest k - krotmy. /tj. z X_ sztuk po
reku, .jesli nic nie sprzedamy, bedziemy mieli X, = k KO

sztuk/.

danie, ktdore aktualnie sobie stawiamy, to znaczy okres-

nie najwlasciwszych ilosci vdla sprzedawanych w kolejnyd

latach, wygodnie jest rozwigzywaé od konca, to jest poczynar
jac od momentu, kiedy w N=tym roku likwidujemy hodowle i
sprzedajemv cala pozostalg czesé bydta. Koncepcja ta sta-

3 3

nowi istotny moment programowania dynamicznego Bellmana:

nalezy najpierw ustalic¢ decyz ostatniego etapu, nastep-

nie przedostatniego itd, az do stanu poczatkowego.

Niech i1los¢ bydla, ktorg sprzedamy % N-tym /osta'nim
roku izie Y,. zlotych. Ilosé Y,
N : N

t 2 dnie z ji, rowna ilosci rt
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siadanego w N-tym roku bydla.

YX = XX =k XN-T /55

Ustalmy teraz, jaksg ilosC bydla mozemy sprzedaé¢ w roku
N-1.

Jezell sprzedamy YN-l sztuk, to o tyle mniejsza bedzie
wartosé Xy_q- Za tych Yo .
c YN-i ztotych, ale kwota otrzymana v N-tym roku zmaleje o
k C YN_1 ztotych, zatem sprzedanie w roku poprzedzajgcym li-
kwidacje chociazby jednej sztuki naraza nas na straty /k jest
wieksze od jednosci!/. Rozumowanie to mozna przeniesé ma N-2,
N-3 i dalsze lata, az do plerwszego roku, dochodzac general-
nie do wniosku, ze maksimum wskaznika /54/ /zysku/ uzyska-
my sprzedajgc cale bydlo w ostatnim roku, nie dokonujge zad-
nych sprzedazy w pozostalych latach. Uzyskamy wowczas dochdd

sprzedanych sztiuk otirzymamy

wynoszacy
N )
Uax = kW C Xo /56/
WprowadZimy teraz do naszych rozwazan ograniczenie w pos-
taci warunku, Ze nie mozemy réwnoczesnie hodowac¢ wiecej niz

Knax sztuk bydia.

W pierwszym roku musimy wigc sprzedacd

Y, =k Xo - X

1 max

w drugim i wszystkich dalszych, az do N-1

Mozemy teraz, korzystajgc ze wzoru /54/, okreslié¢ uzyska-
ny dochdéd:

o = \ e
Q=c (X, k+ /N =1/ /k -1/ X, ) /57

Poréwnujgc wzory /56/ i /57/ widzimy, ze uwzglednianie

ograniczen doprowadzilo do strategii optymalnej, dajacej




>

s

0SekK 1 ster ani mad ¢ siln o
nie tyilxo w sensle zaleznosci irategiil p=
sensi
DI owa
PI ow

ograniczeX oraz wpiywa na drastyczne pogorszenie efe

ie mozemy uzyskad przez

Jaki charakter ma sterowanie w systemach, w ktor

ch

kosé sterujaca jest ograniczona co do maksymalnej wa
ci, a kryterium jest minimalny czas przejscia od j
do drugiego stanu?
Z. czego to wynika?

XXX

Musimy wowczas operowad¢ maksymalnymi dopuszczalnvmi

tosciami sygnalu sterujgcego, przelaczajgac ewentualni

sygnatu “cala naprzdéd" na 'sygnal "cata wstecz" lub
wrotnie. Niejednokrotnie /zwlaszcza w systemach wiel
miarowych, tutaj nie omawianych,/ poirzebna jest
czba takich przeigczen. Od stosowanej metody ste

/"uderzeniowo", peilnymi wielkosciami/ systemy takie

strategia sterowania w nich stosowana no
méw Bang-Bang". Metoda takiego sterowania oparta jes
wywodach teorii Pontriagina, a w szczegolnosci na sf

towanej przez niego tzw. zasadzie maksimum. Ze wzgled

skomplikowang postaé¢ matematyczng teorii tej przyvtac:

nie bedziemy.

Jakie skutki peocigga za sobg nieuwzglednienie ogranic

przy opracowywaniu strategii sterowania optymalnego?

zastosowanie systemu optymalnego.

wiel-

rtos-

ac




XxXx

1

0. Opr.cowana strategia jest na ogél nierealna lub nie pro-

wadzi do oczekiwanych rezultatdw, a oczekiwania w stosun-
ku do osigganych wskazZnikéw jakoSci sg zbyt optymistyczne.
Niewykluczone, ze wiele niepowodzed w procesie planowania
i rozczarowail realnymi osiggnieciami wynika z nieuwzgled-

niania istniejgcych ograniczei.

P. Jezeli mielibysSmy optymalizowac¢ proces wieloetapowy, to
% jaki sposéb nalezaloby do tego zagadnienia przystgpié?

Jak si¢ nazywa taka metodyka postg¢powania?
XXX

0. Nalezaloby zaczgagé od ostatniego etapu, gdzie stan doce-
lowy naktada najwiecej ograniczen. Metoda ta, zwana pro-
gramowvaniem dynamicznym, szczegdélnie dobrze nadaje sie
do programowania przy pomocy elektronicznych maszyn li-
czgcych. Zainteresowanych / 1 odpowiednio przygotowanych
matematycznie!l/ czytelnikdow odsylamy do pracy R.Bellman
"Dynamic programing™ lub tego autora %"Adaptacyjne proce-

sy sterowania®.

8. Do zagadnien optymalizacji i sterowania optymalnego
# wielkich systemach nalezy rdéwniez problematyka tzw. pro-
gramowania matematycznego. Jest to dzial matematyki stosowa-
ne), ktéry powstal i rozwingl sie jeszcze przez powstaniem
cybernetyki, a obecnie zostal przez nig zaanektowany i znaj-

duje szerokie zastosowanie.

8. Najprostszym z problemdéw programowania matematycznego
Jest problem tzw. programowania liniowego. Zagadnienie to
wystepuje wowczas, gdy kryterium jakodci systemu jest fun-
kcja liniowg wspéirzednych stanu lub wielkosci wyjsciowych
systemu /np. tak jak we wzorze /54/, zas ograniczenia i
transmitancje systemu sa réwniez funkcjami liniowymi. Na

gruncie programowania liniowego wyrosio obecnie szereg inte-
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rdzo pozytecznych metod, ktorych szczegdlowy

Tesujacych
wyktad nie

celem tej ksigzki, ograniczymy sie wiec je-
dynie do krotkiej wzmianki.

Rozpoczniemy przykiadem:
Przyklad 3

Przyjmijmy, ze systemem nazwiemy zaklad produkcyjny wytwa-
rzajacy n towardw w ilosciach Xiv Xpy wnes X+ Jezeli jedno-
8tkowy zysk zakladu n i-tym wyrobie oznaczymy C1 i =1,2
vese, N/, to oczywistym kryterium jakosci przyijetej polityki
Produkcyjnej bedzie forma liniowa:

N
AP /58 /
o= L %% /58/

Zalezeé nam bedzie na maksymalizacji tej formy. Musimy
Jednak liczyé sie z obecnoseig ograniczen. Do produkcji jed-
hostki i-tege towaru potrzebny jest mianowicie j-ty surowiec,

% ilosci rdéwnej Ay Tymczasem podaz j-tego surowca jest o-

Eraniczona 1 nie pizewyisza BJ. Musimy wiec planujgac produk-
tje zapewnié spelnienie warunku nieprzekraczania przez I a-
€ zn e zapotrzebowanie na j-ty surowiec podazy tego surow-
ca:

N
>, Ajixésj i =1, 2, eee, M /59/
i=1 :

Nieréwnosei typn /22/ mamy tyle, ile uzywamy surowcow,

[

czyli dla j = 1,2, ..., M. Zagadnienie bedzie w pelni okres-
lone, jeéli w dodatku postawimy wymaganie, aby produkcja byia
Nieujemna:

Ky ;} 0 AL e W B0

Programovaniem liniowym nazwiemy metode znajdowania mak-
Simam /lub minimum/ funkcji liniowej postaci /58/ przy obec-
nosci systemu dgraniczen /59/ i /60/.

Wskazemy teraz metody rozwigzania tego problemu,bardziej
dociekliwych odsylajac do ksigzki D.Gale "Teoria liniowych

modeli ekonomicznych™.




Zauwazmy najpierw, ze ograni

w ktérym moglibySmy poszukiwacd

przestrzeni stanu, w ktorej ws i ) i lodat-
nie. Na ptaszczyinie bylaby to pierwsza cwiart tkXadu
wspéirzednych. Nastepnie ograni i 5¢ rz iajg,
zastgpieniu nierdwnosci znakiem = 1 hij SZCZY2ZX

w przestrzeni N - wymiarowej /na plaszczyinie sg to 1
prostych/. Zespdl tych ograniczein wyznacza obszar, w ktérym
mozemy poszukiwaé optymalnego zespolu zmiennych X, voey X

W przestrzeni wielowymiarowej jest to wieloscian, a na ;2552—

czyénie wielokgt. Otoz jedno z podstawowych

programowania liniowego giosi, ze rozwi

§1i istnieje, odpowiada jednemu z narozy

/jednemu z wierzcholkdéw wielokata/. Rozpatrzmy to na bardzie]

szczegéYowym przykladzie 4.

Przyklad 4

izie N= M=2, ceny

Niech w omawianym powyzej sys

SC1 surowce

niech wynoszg odpowiednio C, = 2 1 C, i, a

zuzywanych do produkcji A = 5y, Ay, = 35 A, = 15 Aan =

[

Ujemna wartosé wspdczynnika A,, oznacza, ze
= §

cji pierwszego wyrobu drugi surowiec powstaje jakt

udboczny, co0 mozna oznaczy¢, tak jak to zrobieno,
.
ne zuzycie. Ilosci surowcow bedace na rynku wynoszg 51 = 2,
B, = 9.
Kryterium /59/ ma wiec postaé
Q=2 Xl + X, /61,

i nalezy je maksymalizowad¢ przy ograniczeniach
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P.

zastosowania.

TEST 2

W przestrzeni stanu z przykladu 4 wykreslic¢ powierzchnie
/linie/, na ktérych jednakowa jest wartosé¢ kryterium ja-
kosci Q i wykazaé, ze optymalne naroze lezy na iinii o

najwieksze] wartosci kryterium.

XXX
Linie stalej wartosci otrzymamy w postaci analitycznej,
wstawiajgc do rownania /61/ za Q kolejne wartosci.
Np. dla Q = 1 linia ma réwnanie

1 =2 X1 + X2

Zbiér takich linii naniesiono na uklad wspéirzednych

xl, 12 na rysunku 63. Widaé z niego, ze linie odpowiada-

Rys. 63. Linie stalej wartosci
LN kryterium przy progra-
T mowaniu liniowym

powiadajg mniejszym wartosciom kryterium.

Cj } £ y 5 Xq

dajgcyg najwyiszej wartosci Q ukiad osigga w narozu 3, nato-

miast wszystkie pozostale punkiy obszaru dopuszczalnego od-




10. Poza programvwaniem liniovym w zakres programowania

natematycznego jako metody eptymalizacji wchodzg programowa-

nia nieliniowe. Stanowig

w zasadzie uogélnienie programo-

wania lirniowego na przypadk

:r
b
S
-
e
”

kryterium lub ogranicze-

nia sa funkcjami nieliniowym iestety, uogdlnienie to nie

peczwala rowniez uogdlniac

implex - w zagadnieniach
programowania nicliniowe.s do rozwigzania optymalnego docho-

-

dzi si¢ zwykle droga niezwykle mozolnych obliczea, wymagajg-
cych szybkiej i posiadajgcej obszerng pamieé maszyny cyfro-
wej. Metod tych nie bedziemy omawiali, zainteresowanych odsy-
tamy do literatury np. C.W.Meriam "Teoria optymalizacji i

projektowania uktaddéw sterowania automatycznego”.

ii. Optymalizacje systemu mozna prowadzié¢ w réznych kie-
runkach. Mozna miedzy innymi poszukiwaé optymalnego sterowa-
nia kompleksem operacji reprezentujgcym systemem, w sensie
minimalnegc czasu trwania kompleksu. Metods matematyczng siu-
zaca do tego jest analiza sieciowa, znana réwniez jako kom-
pleks metod Pert.

Nie wdajac si@ w szczegdly, ktore czytelnik latwo znaj-
dzie np. w monografii A.Idzikiewicz "Pert - metody analizy

sieciowej™, przedstawimy istote¢ tej metody.

nim zastosuje sie metody analizy sieciowej, trzemm
rstem, jako kompleks czynnosci, przedstawi¢ w postaci ry-
sunku siatki, ktérej galezie reprezentujg poszczegdlne czyn-
nosci. Galezie te biorg poczgtek w weztach 1 konczy sie
w wezlach; uwaza sie¢, 2e czynnosé reprezentowana galezig wy-
chodzgca z wezla nie moze by¢ rozpoczeta, zanim nie zostana
ukonczone wszystkie czynnosci dochodzjace do wezla.
Rozpatrzmy ponownie prosty przykiad.

Przyktad 5
Niech kompleksem operacji, ktorego czas chcemy zoptymali-
zowaé, bedzie zamontowanie silpnika elektrycznego duzej mocy.

W skiad tego kompleksu wejdg nastgpujgce operacje:



Zamowienie piyty fundamentowej /O~

Wyprodukowanie piytiy fundamentowej /i-2
Przyw6z piyty fundamentowej /2-6
Przygotowanie podoza pod funda
Przycgotovanie deskowania /3-4,
Betonowanie /4-5/
Twardnienie betonu /5-6/
Montaz ptyty fundamentowej /6-8
Zaméwienie i odbidr silnika /O-
Przewoz silnika /7-8/
Montaz silnika /8-9/
Wymienione operacje sg wzajemnie powigzane, niektérych

z nich nie mozna wykonaé przed zakonczeniem innych, co mozna

przedstawié w postaci sieci, % ktérej wymienione wyzej czyn-

nosci figurowaé beda jako galezie Iaczace wegziy wymienione

w nawiasach w spisie operacji. Schemat ten przedstawiony

jest na rysunku 64.

Rys. 64. Siatka czynnoSci

widaé, 2e kompleks operacji zaczyna sie w wezle "O", kie-
dy to rozpoczynaja sie operacje zamowienia piyty fundamento-
wej, zambéwienis silnika oraz przygotowania podloza, a kon-
czy w wezle 9, kiedy to silnik jest juz zamontowany. W WweZi-
le 6 nastepuje polgczenie zakonczenia twardnienia

przywozu piyty, co pozwala ~ozpoczecie montazu piyty, po-




dobnie w wezle B8 zakonczenie montazu piyty i przywoz silnika

porwalajg na rozpoczecie montazu silnika.

Kazda z wymienionych operacji ma okreslony czas trwania
CZasy rvsunku 64 w postaci liczb przy gale-
ziachk szczegdlne czynnosSci. Posiugujac sie

tym rysunkiem i spisem z latwoscia zauwazymy na przyklad, ze
czas twardnienia betonu wynosi 10 dni.

Poniewaz zadna operacja biorgca poczgtek w weile i-tym
nie moze sie rozpoczaé przed zakonczeniem wszystkich opera-
¢ji dochodzacych do tego wezia, wiec operacja biorgca poczg-
tek w danym weZle zacznie sie w czasie odpowiadajgcym maksy-
malnemu czasowl dotarcia od we¢zla poczglkowego do danego we-
zXa. Czas trwania catego kompleksu operacji wyznaczany jest
wiec przez czas odpowiadajacy sumie czasdéw na drodze o mak-
symalnym czasie przejscia.

W naszym schemacie sg trzy drogi: 0-1-2-6-8-9, 0-3-4-5-6-
-8-9, 1 0-7-8-9., Obliczmy czasy przejdcia dla tych drég. Dla
pierwszej drogi mamy: 1+16+1+2+2 = 22, dla drugiej 2+3+1+10+
4+2+2 = 20 a dla trzeciej 10+1+2 = 13. Widaé wiec, ze najdluz-
sza, w sensie czasowym, jest droga pierwsza, a czas jej
przejscia jest jednoczesnie minimalnym czasem kompleksu ope-
racji. ’

Droge taka nazywa sie drogg krytyczng.

Majac okreélony czas ukorczenia kompleksu operacji, wyni-
kajacy z drogi krytycznej, mozemy dla poszczegélnych wezldw
sieci okreslié rezerwy czasowe. Beda to rézmice pomiedzy rze-
czywistymi chwilami dotarcia do danych wezldéw, a czasami wy-
nikajacymi z czasu przebycia drogi krytycznej. Na rysunku 65
oznaczono pogrubiong linig droge krytyczna, a przy weziach
zapisano wielkodci rezerw czasowych. Oczywidcie wszystkie
wezly wzdiuz drogi krytycznej nie majg rezerw czasowych,
poniewaz kazde opdZnienie na tej drodze prowadzi nieuchron-
nie do opdézZnienia ukonczenia kompleksu. Natomiast w weZle

7 mamy rezerwe czasowg wynoszacg 9 dni, gdyz zamdwienie i

odbidér silnika trwa 10 dni, przewdz 1, a operacji bioracej
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65. Analiza drogli krytyczne

poczatek w wefZle 8 nie bedzie mozna rozpoczal

o
-
”
n

e
20 dni, gdvz tyle potrzeba na dotarcie do tego wezla
dze krytycznej.

Informacje uzyskane dzieki analizie drogi krytycznej poz-
wvalaja okreslié minimalny czas przejsela, droge kryty )
miejsca wystepowania rezerw. Sterovanie optymalne polega

teraz na skupieniu Srodkdéw nad skrdceniem drogi krytveznej.

Yozna to osiagnaé, bez uciekania sie do Srodkdw

poprzez przerzucenie czesci Srodkdw z drodg

czne rezerwy. Stan optymalny nastgp:r wtedy,

z
drogi stans sie krytyczne, gdvz wi=czas Srodkl bedsg

-
Q
N
[+ 7
]
%]
o
o
i

nowane stosownie do potrzeb.
Poszukiwanie drogil kryvtycznej i okredlenie rezerw w kom-
pleksach obejmujgcych tvsigce czynnosci jest réwniez zada-

niem rozwigzywalnym jedynie przy pomocy maszyn matematycz-

nych, ale tez wiekszo$¢ maszyn posiada w swyvch bibliotekach
programy obliczent sieciowych metodami Pert.

TEST 2

P. System stanowi kompleks operacji powigzanych zaleznodcia-
mi,

jak na rysunku 66.



Rys.

'roga Krytyczna /do testu 3

Rysunek ten zawie

rownliez oznaczone né

irvanlia poszczeg

operacji. Okresl
wszystkich mozliwych drdg w tym systemie i okreslié droge

krytvezng.

XXX

zestawimy w postaci tabelki:

Krytyczna jest wiec droga 0-1-2-4-6,

P. Okreslic¢ rezerwe czasu v punkcie 3 1 5
XXX
C. W punkcie rozpoczaé¢ sie nie pdiniej niz

®w czas rozpoczgcia, a moze sie rozpo-

czaé w chwili up}ywu 13 dni od rozpoczecia /czas dojsci
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po drodze 0-1-2-4-3/. Rezerwa wynosi wige O dni. Podobnie
obliczymy, Ze rezerwa w punkcie 5 wynosi 22 - 5 = 1T,
17 - 2 - 3 = 12 dni.

Jezell nie wykonales tych zadan samodzielnie, powimie-
nes jeszcze raz uwaznie przeczytac¢ przykiad 5 i ewentual-

nie uzupelnié swoje wiadomosci ze wskazanej literatury.

13. Istnieje caly szereg innych metod optymalizacji w wiel-
kich systemach. Wykiad przytoczony tu nie jest ani Scisty,
ani w pelni wyczerpujacy, ze wzgledu na szczuplosé miejsca i
koniecznosé operowania wylgcznie dosé ubogim aparatem mate-
matycznym. Moze on jednak stanowié pewng wskazéwke, pozwala-
jaca ocenié istniejace metody i okreslié¢ ich uzytecznosé w
konkretnych problemach.

3. Sterowanie hierarchiczne, adaptacyjne i dualne

i. Problemy wynikajgce przy optymalizacji wielkich syste-
méw stanowig niezwykle zlozony kompleks zagadnien oblicze-
niowych. IloSci obliczeid, niezbgdne w celu uzyskania stero-
wania optymalnego, przekraczajg mozliwosci najszybszych ma-
szyn matematycznych, jedli bedziemy stara¢ sig okreslaé wiel-
kosci ‘sterujace dla wszystkich ukladdéw systemu i braé pod

uwage ogromne ilosci wielkosci wyjsciowych z systemu.

2. Problem ten jednak mozna obejsSé wprowadzajgec odpowied-
nig strukturg sterowania systemu. Mianowicie, w zadnym z ist-
niejgcych wielkich systeméw nie podejmuje sie wszystkich de-
cyzji o rodzaju przyjetego sterowania w jednym miejscu, cen-
tralnie. Wprost przeciwnie, w organiZmie, ktéry jest wielkim
systemem biologicznym, wigkszos¢é procesdow sterowania ustala-
nych jest przez oddzielne podsystemy zarzgdzania,a dopiero
decyzje o znaczeniu zasadniczym, a jednoczesSnie dotyczgce
wigkszej ilodeci podsystemdﬁ. podejmowane s centralnie,
przez uktad nerwowy.

Procesy przemiany materii w tkankach znajdujg sig¢ pod kon-
trolg 1 s sterowane przez jgdra komdérkowe, zespoly tkanek




znajduja sie pod sterowaniem ukladdw odruchow niedwiadomych,
a dopiero duze grupy narzadow s3 sterowane przez celowe i
swiadome ocddzialywanie systemu osrodkowego.,

Podobnie organizacja panstwowa ma budowe hierarchiczng:
losami konkretnych obywateli zaimujg sie uklady decyzyjne
najnizszego szczebla, grup ludzi - wyzszego szczebla, a ca-

Yego panstwa doplero organy centralne.
g0 p P gany

2. W systemie hierarchicznym wiekszosé decyzji podejmowa~-
na jest na najnizszych szczeblach, tam tez opracowywana jest
najwieksza ilo8é informacji. Sg to jednak decyzje majgce ma-
te znaczenie i malo istotne informacje. Do szczebla wyzszego
dociera informacja juz wstepnie zagregowana i usredniona,

a wiec w mniejszej ilosci, 'lecz o wigkszej wadze. Docvyzje

na tym szczeblu podejmowane majg- tez bardziej ogbélny charak-
ter, ale réwnoczesnie ich wpiy%w na wartosé kryterium, osig-
gang przez system jako calosdd, jest duzo wigkszy.

Wreszcie organ.ceniralny wydaje decyzje o zasadunlczym
znaczeniu, w oparciu o niewielksg ilos¢ informacji syntetycz-
nej.

W ten sposdb mozemy realizowaé¢ sterowanie optymalne nie
dtawigc sie nadmiarem szczegélowej informacji, ani nie roz-
drabniajgc sie na szczegdlowe instrukcje dla poszczegélnych
ukiadow.

4. W praktyce zasade te stosuje si¢ w wielkich systemach
% ten sposéb, ze caly system dekomponuje sie na mozliwie
mato nawzajem powiazane podsystemy /uklady tych podsystemdw
majg wiekszo$é sprzezen zamykajacych sie . w ramach podsyste-
méw i nader nieliczne powigzania miedzysystemowie/. Poszcze-
gélne podsystemy rozwigzujg swoje wilasne, mniejsze, a wigce
tatwiejsze do wykonania, zagadnienia optymalizacji, czyli
poszukujg sterowania, ktdére zapewniloby im optimum wskainika
jakosci. Zeby jednak jeden podsystem optymalizujac swoje
dziaXanie nie psuil optymalnoéci innych podsystemow, ustana-

wia sie nad nimi wyzszy hierarchicznie system koordynacji,
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ktéry tak zmienia podsystemom kryteria optymalnosci, aby te,
dgzgc do ich optymalizacji, nie szkodzily sobie wzajemnie.
Piramide takg mozna ciggngé dalej, gdyz to, co obecnie
nazywalismy systemem wielkim /np.przedsigbiorstwe/, samo
jest z kolei podsystemem jeszcze wigkszego sysiemu /np.zje-
dnoczenie/, a to jeszcze wiekszego /np.gospodarka narodowa,
itd. Pamigtaé tylko nalezy, ze do optymalizacji caiosci sy-
stemu nie wystarczy sama cptymalizacja podsystemow, niezbg-

dna jest jeszcze na wszystkich etapach koordymacja.

TEST 1

P. Z czego wynika koniecznosé¢ dekomponowania wielkiego sy-
stemu i optymalizowania go w struktorze hierarchicznej?

XXX

0. Z ogromnej ilosci obliczen, koniecznej przy centralnym
ustalaniu decyzji sterujgcych dla wszystkich ukladéw
wchodzgcych w sklad systemu. Struktura hierarchiczna
zmniejsza niezbedng ilosé obliczerd i pozwala wykonywaé
je w kilku odrodkach zarzgdzania réiznych szczebli rowno-
cze$nie, w zwigzku z tym mozliwe sie staje ustalenie decy-
zj}i o sterowaniu na biezjco.

Przy nieprawidlowej odpowiedzi musisz jeszcze raz prize-

czytaé punkty 1 i 2.

P. Jezeli system ma strukture przedstawiong na rysunku 67

to na jakie nalezaloby go rozbié podsystemy w razie ko-

niecznodci zastosowania dekompozycji?

XXX

0. Podsystemy nalezy zgodnie ze wskazaniami punkin 4 dobie-

raé tak, aby wiekszosé sprzezen brala poczgtek i konczyla
sig¢ wewnatrz podsystemu, natomiast by minimalna ich 1losé
docierata do ukladow, zaliczonvch przez nas de innego
podsystemu. W tym sensie nalezy wybraé jako skladniki
pierwszego podsystemu uklady A, B, C i D, drugiego peod-
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mem.
. Ta ostatnia metoda poza klopotliwoscia dokonywania ekspe-
rymentéw na wielkim systemie ma jeszcze jedns powazng wadg:
przeprowadzajacy eksperymenty z reguly nie wie, jaki charak-
ter maja réwnania opisujgce system. Natomiast z praktyki wy-
nika, ze zwykle sa to zaleznosci nieliniowe. Grozi nam wiec
niebezpieczenstwo, ze system, kitéry w warunkach swej normal-
nej pracy byl stabilny, % wyniku eksperymentow moze zostaé
wprowadzony % niestabilny obszar przestirzeni stanu, co zakon-
czy sie katastrofa /przypominamy, 22 w systemach nielinio-
wych, 1 tylkow~w takich zrcsztig, stabilnosé zalezy od przesy-

tanych do systemu sygnaldw/.

6. Natomiast wszystkie, metody obliczen sterowania optymal-
nego bezwzglednie wymagaja doktadnej znajomoSci réwnan opisu-
jacych optymalizowany system. Jest to bardzo wazne i dlatego
powtarzamy jeszcze raz: zadna metoda obliczania ontymalnego
sterowania nie jest wolna od pewnego niedostatku. Jezeli war-
tosci wstawiane do réwnan tej metody bedg niepewne, to row-
nie niepewne beda wyniki uzyskane z metody. Stosowanie algo-
rytméw sterowania optymalnego do systemdéw, ktdérych opis ma-
tematyczny jest niepewny, jest wyjatkowo kosztownym i skom-
plikowanym sposobem uzyskiwania biednych wynikoéw.

Przvktad 1

Powiedzmy, %e chcemy optymalizowaé¢ czas wykonania pewnego
kompleksu aperacji metodg Pert. Powinnismy zatem ustalid
sieé zalezno$ci kolejnosci wykonywania czynnosci. Jest to za-
danie stosunkowo }atwe, jesli jednak popeinimy tu bigd, cala
dalsza analiza bedzie bezwartosciowa.

Powiedzmy jednak, ze sieé¢ zostala skonstruowana prawidlo-
wo. Nalezy teraz okredlié czasy poszczegélnych operacji. W
tym celu powinnismy przez dilugi czas obserwowaé¢ dziatanie
systemu, na podstawie zaobserwowanych wartosci czaséw okres-
11é srednie i dopiero rozpoczaé wiasciwe obliczenia. Jest to




kosztowne, gdyz po pierwsze angazuje pewna ilos$é personelu
do obserwacji, a ponadto przez czas zbierania danych proces
Przebiega nieoptymalnie, na co my godzimy sig¢, pomimo, ze
moglibysSmy go polepszyé. Céz wigc robimy? Zwykle pytamy
ekspertow i na podstawie ich opinii ustalamy arbitranie cza-
Sy, stanowigce parametry w modelu sieciowym. O ile to jest
dobre?

0 tyle, ze mamy wynik natychmiast. A o ile zXe? 0 tyle,
Ze jedli ekspert sie myli, to moze nas to drogo kosztowaéd,
tym drozej, im bardziej sie pomylil i im dluzej bedziemy ta-
kie bledne "optymalne" sterowanie stosowali.

7. Jedyna radg na wskazane niedostatkl jest koncepcja
13/
. Po-

lega ona na tym, ze rdéwnoczesnie ze ,sterowaniem dokonujemy
identyfikacji systemu. Mianowicie na poczgqtku, kiedy staje-

Sterowania dualnego, sformulowana przez Feldbauma

my wobec koniecznosSci sterowania systemu, o ktérym niewiele
wiemy, wypracowujemy na podstawie nielicznych posiadanych
danych, model systemu, o ktdérym wiemy, ze jest niedokladny,
ale tez nie traktujemy go zbyt serio. Dla tego "modelu pier-
wWszego przyblizenia®™ cpracowujemy sterowanie optymalne i
zaczynamy je ostroznie stosowaé. Sterowanie nasze wywoluje
w systemie okreslony skutek, na ogol rézna od tego, jakiego
oczekiwalismy. Ta réznica pozwala nam poprawié nasz model
poniewaz wiemy gdzie i o ile model rézni sie od rzeczywis-
tosci. W tym udoskonalonym modelu znowu obliczamy sterowa-
nie optymalne, stosujemy je, stwierdzamy niezgodnosci itd.

8. Koncepcja ta jest chyba najlepsza, jaka mozna by za-
proponowad. Nie tracimy czasu na eksperymenty, poniewaz ;
nasze sterowanie jest juz eksperymentem. RéwnoczesSnie catly
czas sterujemy nejlepiej, jak w danej chwili potrafimy 1
catly czas powigekszamy swojg wiedz¢ o obiekcie.

Nazwa metody sterowanie dualne pochodzi od dwojakiego celu,

13/A. Feldbaum: Podstawy teorii optymalnych ukladéw stero-
wania automatycznego, PWN, Warszawa 1967.
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jest przykiad pilota oblatywacza, ktory sterujgc opty-
malnie, boe inaczej nie wréci!/ nowym typem samolotu musi

jednoczesnie identyfikowaé jego wlasciwosSci lotne.

4. Teoria gier i podejmcwania decyzji w sytuacjach konflik-

townych

1. Dotychczasowe rozwazania dotyczace optymalnego stero-
wania systemami wielkimi prowsdzilismy w oparciu o niesformu-
towane explicite zalozenie, ze system poddaje sieg biernie
naszym oddziatywaniom. Tymczasem, szczegélnie w procesach
ekonomic znych, systemy przejawiajg czgsto aktywnosé skiero-
wana przeciwko wysilkom sterujgcego. Tak jest na przykiad,
jesli za system uznamy gospodarke wolnokonkurencyjng, a za
cel sterowania sprzedanie maksymalnej ilosci towaréw na wol-
nym rynku. Wiadomo wéwczas, ze kazde nasze sterowanie napo-
tyka na czynne przeciwdzialanie konkurencji. Podobna sytua-
cja istnieje w przypadku sterowania zespoami wojsk w warun-
kach konfliktu zbrojnego.

2. Najprostszym przypadkiem sytuacji, w ktérej sterowanie
napotyka na aktywne i inteligentne przeciwdzialanie, jest
gra. Rozpatrywaé bedziemy jedynie gry dwuoscbowe /jako osoby
mozna tu uwazaé dwa konkurujgce zespoily/. Gry wieloosobowe,
w ktérych mozliwe jest wspéldzialanie graczy i tworzenie
koalicji nie bedg rozpatrywane, s3 one po prostu duzo bar-
dziej skomplikowane w analizie.

3. Podstawowe zalozenie jakie musimy zrobié, aby mieé
mozliwo$é przewidywania posunieé przeciwnika, jest nastepu-
Jace: przeciwnik jest inteligentny i 2Zyczy nam wszystkiego
najgorszego, mozna wiec byé pewnym, ze w kazdej sytuacji wy-
kona ruch, ktéry postawi nas w najbardziej niekorzystnym po-
tozeniu. Bedziemy sie starali w tych najbardziej niekorzyst-
nych warunkach uzyskaé maksymalng wygrang. Strategia nasza
bedzie wigc najlepsza w najgorszych warunkach, ale uwaga:
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dyby przec 0zna by wygrac wiecej, sto-

ujgec inng stratezig, a wige w walce z nieinteligentnym prze-

/]

ciwnikiem nasza strategia nie jest optymalna.

4. Strategie oparta na powyzszym zalozeniu, zapewniajaca
maksymalne minimum wygranej /minimum, bo przeciwnik nie.da
wygrac¢ wiecej/, nazywamy stratecig MINI - MAX. Strategia ta
nosi rowniez nazwe strategii punktu siodiowego, a to z powo-
déw, ktdre stana sie jasne po jej peinym przedstawieniu.
Zanim jednak przedstawimy metody wyboru stratecii mini-max
musimy okreglié kilka pojeé, aby ich potoczne znaczenia nie
utrudniaty Czyteicnikowl sledzenia wykladu.

5. Strategcia bedziemy nyzywali ciag ruchdw, jakie moaa
by¢é wykonane przeoz danego gracza. Wiekszos¢ interesujacych
gier jest wielochodowa, tak wigec strategia jest ciggiem ru-
chéw, czyli w efekcie cia~iex docyzji podejmowanych na p
czegdélnych etapach gry. Jezeli jednak zdecydujemy sie ponu-
merovwad wszystkie mozliwe strategle 1 rozpatrywac je wyil
nie jako catosci, od pierwszego do ostatniego ruchu, to
wprawdzie otrzymamy bardzo wiele takich strategii czystych,
ale operowaé¢ bedziemy juz wylacznie numerami, a nie ciagami
decyzji.

Rozpatrujac gre jako zestawienie dwu strategii czystych
/strategii pierwszego gracza i strategii drugiego gracza/,
mozna kazdej parze strategii jednoznacznie przypisadé wynik
gry, gdyz znajgc zasady gry i ciagi ruehdw, jakie wyvkonuja
obaj gracze, mozna okreslié sytuacje koiicowa gry, a wartosé
wygranej okreslonego gracza % oczywisty sposéb zalezy od
sytuacji koncowej. Jezeli przyjmiemy, ze wartosS¢ wygranej
okreslaé bedziemy dla pierwszego gracza, oraz ze wygrana
drugiego gracza przedstawimy w postaci ujemnej wvgranej pierw-
szego gracza, to kazdej parze numer¢w strategii odpowiada
okreslona wartos¢ tej wygranej. Nazywaé ja bedziemy wyplata.
Wyplata jest z matematycznego punktu widzenia funkcjg dwu

zmiennych: numeru strategii gracza I i numeru strategii




gracza I i numeru strat

6. Dla tak postawionego

ktérej wierszami beda strategie

kolumnami strategie czyste

wiec n wierszy i m kolumn,

gracz II m strategii.

Na przecigciu odpowiedniego

wpiszemy w tabeli wartosé

odpowiadajgcej danej kombinac]
na przecigciu i-tego wiersza

T. Strategie optymalng gracza
pujgcy sposdéb: gracz przewiduje,

tak, zZeby wygrang gracza pierwszego uc

dzie wiec dobieral takie

min
J

Zapis wzoru /64/ nalezy

iiiJ

lumnach/ z wartosdci wyptat
Gracz 1 powinien wybraé

tak, aby dosta¢ maksymalna

max min a,.

i J

Jezeli analogiczne rozwazania prowadz

ktu widzenia drugiego gracza,

cznej, a mianowicie:

min max a
J i

8. Dochodzimy teraz do posiadajgcego w
twierdzenia o punkcie siodiowym,
go z pionierdow cybernetyki, wspomnian
J.von Neumanna: Jjezeli dla danej gry
optymalne, bedgce strategie czystg

podstawie zasady /65/, to wartosc¢ wy

mu rozwigzaniu,

]

e

a wynikajaca z wyboru

i¢C

v

sformulowa

3
oo
®
N

U]

(0

ozwigzanie

odpowiadajgce]
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TEST 1
P. Znalezé warto$¢ gry i okreslié strategie optymalne w grze

opisanej tablicg:
2 6 1 -1
3 5 8 4

0.Minima po j wynoszg -1 i 2, ich maksimum za8 3, co odpowia-
da drugiej strategii gracza pierwszego i1 pierwszej strate-
gii gracza drugiego. Maksima po i wynoszg 3,6,8 1 4. Ich
miniomum jest znowu 3, a wigce okreslony zestaw strategii
jest optymalny, gdyz gra ma punkt siodiowy.

0 ile zrobites to zadanie, mozesz pomingé nastepne i

od razu przystapi¢ do studiowania punktu Y. Natomiast je-
$11i nie zrobiles go, musisz jeszcze raz przeczytaé punkty
5,6,7 i 8, a takze przyktad 1, i musisz potem zrobié zada-

nie nastgpne.
P. Okreslié¢ strategie optymalne dla gry okreslonej macierza:

5 11 5 5
6 3 4 4
1 2 3 8

xXxx

0. Minima po j; 5,3,1, ich maksimum 5, odpowiada strategii
pierwszej dla pierwszego i pierwszej, trzeciej lub czwart-
tej dla drugiego. Maksima po i: 6,11,5 i 8, ich minimum

5 , pokrywa sie z poprzednio okreslonym minimdm dla
pierwszego wiersza i trzeciej kolumny, zatem wskazane stra-
tegie s3 optymalne /65/ i /66/.

9. Strategie optymalne wyznaczone z zaleznosci /65/ 1 /66/
przy warunku /67/ majg te wlasciwos8é, ze przy idealnie grajag-
cym partnerze kazde odchylenie od tej strategii przynosi szko-
dy. Na przykiad obranie przez plerwszego gracza w przykla-
dzie 1 strategii drugiej nieuchronnie prowadzi do przegranej

.




ewi trzymajgcemu sS1€¢ Sztywno stra

x 4
stosuje strategii pierwszej tylko druga, to gracz pierwszy
stosujac strategie optymalng ma zapewniona wygrana wysokosci
)

i nawet wiecej od wartosci gry /wynik bledu partnera
ale mégiby, odstgpiwszy od strategii optymalnej, wygrad 6.
10. Podsumujmy: strategia mini-max daje najlepsze wyniki

W najgorszej sytuacji i gwarantuje we wszystkich 1

inych
sytuacjach wygrane przynajmniej rowne wartosci gry. Jednakze
W przypadku pomyiek partnera strategia ta nie jest optymalna.
I jeszeze jedna drobna uwaga: jak widac byio z przykladow,
cra tak zdefiniowana jak tutaj, nie musi byé sprawiedliwa.

We wszystkich rozpatrywanych przypadkach wartos¢ gry byita do-
datnia, co oznacza, ze nawet bronigc sie optyvmalnie drurzi

gracz musi co najmniej tyle przegra¢, ile wynosi wartosé zrv.

Gra, ktdéra spetniataby w naszym przekonaniu warunek sprawie-
dliwosci, powinna by¢ zatem z zerowg wartoscig gry. Gry ta-
kie nie roznig sie strategicznie od pozostalych gier, zosta-

¥y one jednak nazwane grami o sumie zerowej.
TEST 2

P. Rozwazmy konfliktowg sytuacje¢ gospodarcza, pole gajaca na
koniecznosci dokonania zakupu surowca do produkcji towa-
ru, ktoregc zbyt jest chwilowo nieznany. W przypadku,
gdyby zbyt byl maty /strategia pierwsza gracza II/, wys-

tarczy 10 t surowca, gdyby zbyt byl sredni potrzet

a gdyby byl duzy, az 20 t. Jednoczesnie jednak zmienia
gie ceny surowca: jesli okaze sie, ze zbyt jest maly, po-

zostana na obecnvm poziomie 200 2zt za tone, jesli bedzie




P. Okreslié strategie optymalng dla gry opisanej tablicg:

Sredni wzrosng do 300 zt za tong, a przy duzym zbycie az
do 400 22 za tone.

Gracz pierwszy /zaopatrzeniowiec/ ma trzy mozliwe stra-
tegie: kupié 10 t surowca, kupié 15 t lub kupié 20 t.
Gracz drugi ma tez trzy mozliwe strategie: utrzymac¢ niski

zbyt, ustanowié $redni zbyt lub ustanowi¢ duzy zbyt. Okre-
811é tablice gry i optymalng strategig pierwszego gracza.

xxx

7 Okreslimy elementy pierwszego wiersza tablicy, co odpowia-

da skutkom decyzji o zakupie 10 t surowca przy réznych wa-
runkach koniunkturalnych. Jesli zbyt bedzie niski, wowczas
koszt poniesiony przez zaklad wyniesie 244 = 2 tys. 2t
/10 x 200/, Jesli zbyt bedzie sSredni zajdzie koniecznosé
dokupienia 5 ton surowca w cenie 300 zi, co podniesie ko-
szty do 3,5 tys. zt. I na koniec przy zbycie wysokim trzeba
bedzie zakupié 10 t po 400 1z, co da Xjczny koszt & tys. .
Prowadzgc identyczne rczumowanie dalej okreslamy pozo-
state elementy tablicy, ktéra w calosci wyglada:

-2 -3,5 -6
-3 =3 -5
-4 -4 -4

Wszystkie wartosci sg ujemne, poniewaz oznaczajg "prze-
grane" /koszty/ gracza I. Latwo stwierdzié, ze tablica ta
ma punkt siodlowy odpowiadajgcy trzeciej strategii pierw-
szego gracza 1 trzeciej strategii drugiego gracza. War-

todé gry wynosi wéwczas -4 tys. u.




oy 1 ' 1 r P Z R 3 Y
CSZ3 Wl 1 - -
2 ilomiast A Ksi ¢ : B v
1o0si J . arunek 7 e jest spel r i
czysiej sirat - o alpe].

o
O

+« Rozwazmy sytuacje konfliktowg, w jakie] aktualnie

znajdujesz, Czvtelniku. Masz do wyhoru dwie strateci
czytaé te ksiazke dalej lub odiozyé jg i zajad ie prz
jemniejszymi rzeczami, np. pojsc¢ na spacer. W wyni

jecia decyzji o czytaniu masz zapewniony dobrg ocene

egzaminie, jesli pytanie egzaminatora bedzie dotye2y

partii materiatu zawartych w dal:

trudne do okreslenia korzysci intelektualne jesli p
nie bedzie dotvezylo materialu juz przerobionego. Powiedz-
my rownoczesSnie, ze przyjemnosé spaceru jest trzy raz

~zyjemnos8¢é otrzymania dobrej oceny na egz

.
@
1]
N
®
=)
o
N
bt

0. Zadanie nalezy do typu zadan, w ktdérvech nie ma podanvel
martosci "wypiat" w poszczegdlnych przypadkach, : edvnie

ich wzgledne wartosci /spacer trzy razy przyjemniej

niz dobra ocena/. Tablice gry mozemy jedn pisaé,nrz -
L IT) ¥ prz
mujac, ze przyjemnosé¢ spaceru wynosi a, ino i

rej oceny wynosi'bd /3b = a/, a korzysci odniesione z roz-

m
(&)
)

1

1 wiedzy bez wplywu na wynik egzam

zerze
ablica ma wowczas postad:

3

Pierwszym graczem jestes Ty, a drugim egzamin:tor
ktory ma dwie mozliwe strategice

1 zadac¢ pvtanie z dalszyvch rozdziatodow i
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2/ nie zadawaé pytania z dalszych rozdziatow.

Gra ma punkt siodlowy niezaleznie od wartosci c, jesli
tylke c¢ /a - b/. Odpowiada on drugie]j strategii czytel-
nika i pierwszej egzaminatora, wartosé wvplaty jest wow-
czas a - b = 2b.

Zanim jednak pdjdziesz na spacer, zwricié Czytelanlku
uwage na dwa fakty: uzyskany wynik jest rezultatem nie
tyle teorii gier, co przyjetego sposobu wartosciowania
/spacer trzy razy milszy niz piatka/, teoria gier nie po-
nosi za to zadnej odpowiedzialnoscil

11. W pytaniach testu zetknelismy sie z sytuacja, kiedy
gra nie posiadala punktu siodiowego, méwilismy wéwezas o ko-
niecznodci wyboru strategii mieszanej. Strategia mieszana po-
lega na stosowaniu /w tajemnicy przed przeciwnikiem/ na prze-
mian kilka strategii prostych z okreslonymi prawdopodobien-
stwami. Wybdr strategii musi byé naprawde przypadkowy, gdyz
inaczej przeciwnik przejrzy naszg strategie i powigekszy swoja

wygrang stosujac odpowiednie kontrsirategie.
Przyktad 2

Rozwazmy sytuacje konfliktowa, polegajgca na tym, ze do-
wédca armii musi zdecydowaé sie¢ na zaatakowanie jednego 2z dwu
mozliwych obiektdéw /2 mozliwe strategie/, z ktérych pierwszy
jest 3 razy wazniejszy. Przeciwnik musi obiektéw bronié, ale
ma 1lo8é sit pozwalajgca na skuteczna obrong tylko jednego
z nich. .
Tablica gry ma wigc postaé :

o 3
1 0

Gra ta nie ma punktu siodlowego:

max min a =0
i 3 1
min max a = 1.

3 1 1
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Na podstawie wzordw /68,

pierwszy gracz powinien stos

podobienstwem P'I = 1/4, a strategie drugg z prawdopodobien-

stwem P”I = 3/4, zas gracz drugi =t

podobienstwem P ... = 3/4, &

i1l -1

pierwszg z p

i
-
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L
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tak wybranych strategiach sredni zysk gracza 1 bedzie wyno-




12. W przypadku stosowania przez graczy strategii miesza-
nych mozna rowniez méwié o wartosci gry: jesi nia wowczas
srednia wartosé wyplaty. Wartesé ta jest juz jednakowa z pun-
ktu widzenia obydwu graczy, na przyklad w przyvkiadzie 2 sred-
nia strata gracza II wynosi tez 3/4. Stratecie mieszane pozwna-
lajg wigc wigc ekstrapolowadé pojecia teorii gier z punktem
siodlowym na gry bez tego vounktu, jednakie w przypadku stra-
tegil mieszanych mozliwa do przewidzenia jest tylko Srednia
wartos$é wyplaty, gdyz w kazdej konkretnej rozgrywce moze zajsé
inna kombinacja strategii obydwu graczy i wartosci wygranych
mogg sie@ znacznie rdéznié.

13. Rozpatrzymy jeszcze przypadek tzw. dominewania.
Zachodzi on wéwczas, jesli przy rozpatrywanin gry o znacznej
liczbie strategii pewne strategie od razu eliminujemy z roz-
wazan, jako szczegdlnie niekorzystne.

Przyktad 3
Niech gra bedzie opisana tablicg:

2 ' -1 2
3 4 0
i 2 -2

Latwo zauwazyé, ze - niezaleznie od strategii przyjetej
przez gracza drugiego - trzecia strategia jest dla pierwszego
gracza gorsza od drugiej, mozna wigec w ogdle nie braé jej pod
uwage, gdyz nie ma ona zadnych szans, aby byé wybrana jako op-
tymalna. Podobnie strategia pierwsza jest dla drugiego gracza
gorsza niz druga, nie bedzie wige nigdy wybrana. Mozna wiec,
nie zmieniajgc wyniku gry, w ogdéle nie braé w&mienionych stra-
tegil pod uwage i zapisaé tablice gry jako:

-1 2]
4 OJ

0. Okresl strategie optymalna dla macierzy gry z przykiadu 3.

TEST 3



183

XXX

0. Gra nie posiada punktu siodiowego, stosowaé wiec mu simy
strategie mieszane z prawdopodobienstwami okreslonymi wzo-
rami /68/ - /7T1/.

Mamy wiec:

=

i (=]

A =

211 » P =

3II

=ajon

P

L

by Ry

1 ¥

oraz oczywiscie, ze wzgledu na wyjgtkowo niekorzystny Wy-

nik = -
Pay = Puppan 0

Jezeli nie zrobiles tego zadania, musisz jeszcze raz

przeczytaé przyktady 2 i 3.

P. Okresl strategie optymalna dla gry:
i

2 5 5

2,5 2,5 5

0. Strategia trzecia drugiego gracza moze byé usunieta jako
wyjatkowo niekorzystna. Po jej usunigciu strategia trze-
cia gracza pierwszego jest zdominowana przez kombinacje

strategii pierwszej i drugiej. Pozosiaje wige tallica

j18 1

e

Gra ta nie ma punktu siodlowego, Obliczajaec odpowied-

nie prawdopodobienstwa mamy:

= 3/5 = 2/5 i

P = 3/5, Poy 2/5, Pyr= O,
P = 4/5 P = 1/5 P <

LXT ’ oTE 2 R R

Jezeli pomyliles sie, lub nie zrobiles tego zadania,

powinienes zapoznaé sig z rozdzialtem 12 ksigzki A.Lerner
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"Zarys cybernetyki”

5. Podejmowanie decyzji na podstawie kryterium minimalnego

ryzyka

i. Metody podejmowania decyzji, sformulowane w poprzednim
rozdziale, opieraly sie bardzo silnie na zalozeniu o inteli-
gentnym przeciwniku dzialajgcym na naszg szkode. Zatozenie to
nie zawsze mozna przyjaé. W szczegélnosci jesli naszym “prze-
ciwnikiem® jest przyrodna, czyli jesli mamy optymalizowaé np.
proces wydobywania jakichs kopalin lub polityke zasiewdw, to
zakltadanie istnienia tendencji do przeciwdzialania istniejg-
cych w przyrodzie jest nieuzasadnione. W wiekszoSci takich
przypadkdéw zachowanie naszego przeciﬁnika wykazuje pewng re-
gularno$é, mozemy mianowicie okreslié z duzym poziomem ufnos-

c¢i prawdopodobierdstwa wystgpienia okreslonych reakcji.

2. Wiekszos$é metod podejmowania decyzji w sytuacji, kiedy
znane sa rozklady prawdopodobienstwa zachowania systemu W
réznych warunkach, oparta jest na pochodzacej od T.Bayesa
koncepcji minimalizacji Sredniego ryzyka bledu. Rozpatrzymy
tu przypadek szczegdlny tego bayesowskiego podejscia, polega-
jacy na minimalizacji Srednich kosztéw podjetej decyzji, w
przypédku kiedy ustalone sg straty powstajace w wyniku popel-
nienia okreslonych bledéw oraz koszty poprawnego postepowa-
nia po podjeciu prawidlowej decyzji.

16/

3. Niech system nasz scharakteryzowany bedzie wartoscig
jednej ze swych wielkosci wyjdciowych, a mianowicie wielkos-
cig X. System ten moze znajdowaé sie¢ w jednym z dwu mozliwych
stanéw - w stanie pracy lub w stanie awaryjnym. W stanie pra-
cy system nie wymaga interwencji, natomiast w stanie awaryj-
nym niezbedne jest podjecie Srodkéw zaradczych. Stan pracy

15/A. Lerner: Zarys cybernetyki, WNT, Warszawa 1971.

16/Wg Z. Hellwig: Elementy rachunku prawdopodobienstwa i sta-
tystyki matematycznej, PWN, Warszawa 1972.
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charakteryzuje wartosé wielkoSci wyjsciowej X, lezaca w po_
blizu pewnej wartosci sredniej 21' Scidlej mozna powiedzied,
ze % stanie pracy systemu wartoséé X podlega rozkiadowi normal-
nemu o wartosci oczekiwanej 21 i dyspercji D /jezeli niezbyt
dokladnie pamietasz, co to jest rozklad normalny, wartosé o-
czekiwana oraz dyspersja, to koniecznie przed dalsza lekturg
przypomnij to sobie np. z ksigzkl Z.Hellwig “"Elementy rachun-
ku prawdopodbienstwa i statystyki matematycznej"/*7/
Jak wiadomo, gestogé prawdopodobienstwa wielkosci X dla

sprawnego systemu bedzie mozna opisaé wzorem:

) 2
X -X
1 B i il Y
. /X/) = — exp 5 /T2/
1 5T D 2D

Fakt przypadkowego "rozmycia” wartosci wielkosci wyjscio-
wej wynika z bezustannego oddziatywania na system zakidced
i sygnaléw sterujacych, ktére réwniez poza stanem systemu
/sprawny - niesprawny/ majg Wpiyw na aktualnie obserwowana
wartosé wielkosdci wyjsciowej.

W przypadku, gdy system jest niesprawny, wartosci wielkos-
ci wyjsciowej X lezg w poblizu innej wartosci oczekiwanej X,
ale podlegaja takiemu samemu rozkiadowi normalnemu, z tg sa:
ma dyspersja D /przyczyny "rozmycia" wartosci sg w systemie
uszkodzonym takie same, jak % nieuszkodzonym, wigc charakter
rozk¥adu musi byé taki sam/.

Wartoséci wielkoscli wyjsSciowej podlegajg wiec w niespraw-

nym systemie rozkladowi o gestosci:

i /X - 332/2
1,/X/) = = exp = | ——— /13,
2 2T D 2 D2 )

4. Oba rozklady narysowane sg na rysunku 69. Widaé, ze

istnieje okreslone, niezerowe prawdopodobienstwo, ze stan

17/2. Hellwig: Elementy rachunku prawdopedobierstwa i sta-

tystyki matematycznej, PWN, Warszawa 1972 .
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/wielkoéé X/ systemu sprawnego bedzie lezal w poblizu wartos-
ci charakterystycznych dla systemu niesprawnego lub odwrotnic.
Jezeli wigc umdwimy sie¢ podejmowaé decyzje, ze system jest
sprawny w przypadku, gdy wartosé obserwowana X jest mniejsza
od wartosct Xo, a decyzje niesprawnosdci w przeciwnym przypad-
ku, to zakreskowane na rysunku /69/ pela obrazujg prawdopodo-
bienstwa popeilniania bledéw, polegajacych na zaliczeniu sys-
temu wadliwego do systeméw dobrych /kreskowanie pojedyncze/,
albo systemu dobrego do ztych /kreskowanie podwdjne/.

f

X
Rys. 69. Podejmowanie decyzji w sytuacjach konfliktowych

Odpowiednie prawdopodobienstwa wynoszg wigc:

prawdopodobiernstwo przyjecia systemu dobrego za dobry
x
= / I / /
Pyq Ip rl,X/ ax /74,
-0
przyjecia dobrego za zily

[
= I tl/X/ dx

X
o

Py2
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o
.
Pos = J T,/X dz 76
o
i ziego za dobry
X
0
o r
Poy J T,/X dX 77
2 2
-00

5. Z kazdym z tych czterech mozliwych 2zdarzen wiazemy
okreslong ceng¢: przyjecie dobrego systemu za doby wigze sie

Jedynie z niewielkim kosztem odpowiadajgcym kosztom kon-

c
11’

troli. Pomyika polegajaca na przyjeciu dobrego za zly wigze

Si¢ z duzymi kosztami niepotrzebnego zalrzymania dobrego

agregatu i remontu C Stwierdzenie, ze system wadliwy jest

12"
2ty pocigga za sobg koszty remontu C,,. Natomiast bigd nie-
zauwazenia awarii wiaze sig¢ z wielkimi kosztami katastrofy,
Jaka spowoduje nie wylaczony % pore syetem Cni-

Oczywiscie powinno byé:

Ciy { C22 € G35  Cyy v

D

6. Zadanie optymalizacji polega teraz na znalezieniun ta-
kiej wartosci progowej XO. ktéra gwarantowalaby wartosc Sred-
niego kosztu. Przyjmijmy, ze prawdopodobienstwo wystapienia
awarii urzgdzenia wynosi P. Oczywiscie prawdopodobienstwo
pracy bezawaryjnej wynosi /1-P/. Wowczas mozemy zapisaé, ze

8rednia /oczekiwana/ wartosé kosztdéw wynosi:

CSr = /1-P/ /511 p11+612 Pyo/ + P/C, pqn~C“1[ 1/ TS/

o
- < “e <

0

7. Wezlowa koncepcja Bayesowskiej metody podejmowania de-
cyzji polega na znalezieniu wartosci progowej X , ktora mini-
malizowataby wyrazenie /79/. Jak wiemy warunkiem na to¢, ab:
funkcja /zaleznosé 79 jest funkcja granicy X , ktdra wyste-

puje w catkach 74 - 77/ miala ekstiremum, jest zerowanie sie

v




pierwszej pochodnej.

Obliczamy wiec

ST / :
—_— = /1-P/ /C11 fl/xo/ - 012 rl/xo/ s, P/C21 fz/ko/ -
- 022 rz/xo/ = 0 /80/

Przeksztalcajgec zalezinodé otrzymamy:

t,/X / /1-p/ € -c.,/
2/ ot - 12 11 /81/
£,/Xo/ P /€y = Cpp/

Nalezaloby jeszcze sprawdzié, czy warunek /80/ istotnie
odpowiada minimum funkcji, poniewaz érednia cena rosnie za-
réwno przy zbytnim przesunieciu wartosci X, v lewe /wzrasta
ilos8é bledow zaliczenia dobrego systemu jako wadliwego/, "’ jak
i w prawo /zwieksza sie iloBé bleddw zaliczenia ztege jake
dobrego/, wiec intuicyjnie jest jasne, ze jedynym ekstremum
tej funkcji jest minimum.

8. Poniemaz analizowanie zlozonego wzoru /81/ jest zada-
. niem dosé niewdziecznym, uproscimy sobie zadanie, przyjmujagc,
%e koszty poprawnego stwierdzenia wadliwej pracy /C11/ i ko-
szty prawidlowo przeprowadzonego remontu /022/ sg znikome w
poréwnaniu z kosztami bleddéw. Mamy wowczas, po wstawienin

zaleznos$ci /72/ 1 /T3/ :

//Xo e i2/2
exp -\———35 — /1_P/ci'\ s
2 D - = AT A - - /Xi= '2/ /82/
Sl /X, - X,/ P Coy
2 p?
Po przeksztalcenin otrzymujemy ze wzoru /82/ zaleznosé:
£ + % p? , c

/83/




Wartos¢ progowa
sie tym, ze jesl
nasze orzekanie

wanych wartosci

systemu.
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, ©bliczona ze wzoru /83/ cb&rdkteryzuje
Alglio zatozenia co do cen s3 poprawne, tc

Stanie systemu przez porownywanie obserwo-
progiem XO zapewni minimalny koszt pracy

Z




Rozdzial IV

AUTOMATY SKONCZONE I ALGORYTMY

1. Automat skodczony. Alfabety wejsSciowy i wyjscioewy

1. Wrécimy znowu do omawiania pojedynczych uktaddw. Podej-
Scie nasze bedzie o.tyle nowe, %e zardwne o sygnalach wejscio-
wyech, jak i ¢ sygnalach wyjSciowych z ukladu zalozymy, Ze B85
ciggami symboli, a nie piynnymi zmianami.

Niech na i-tym wejsciu do ukladu moze pojawiaé sie wyigcz-
nie jeden z symboli tworzacych zbidr {Xi}. Na innym, j-tym
wejdciu, moze pojawiaé sie wylgcznie jeden 2 symboli tworzg-
cych zbiér {XJ} . Zbiory {Xi} i {XJ} mozemy nazwadé odpowie~
dnio repertuarami wejsé¢ i~tego i j-tego.

Mozemy teraz rozpatrzyé zbiér wezystkich symboli, ktore
mogg pojawié sie na ktérymkolwiek wejsciu X} . Oczywiscie
zbiér {x} jest sumg teoriomnogosciowg zbiorodw {X1} + {Xz}...‘

xn:}
{ {x} = xjufju - U{Za} - /84/

Zbiory {Xi} ’ {Xz} ) eeey {Xn} oznaczajg tu zblery sym-
boli wejsciowych, wystgpujgcych odpowiednio na wejsciach
1, 2, «.., n. Tak zdefiniowany zbidr {X} nazwiemy A L F A-
BETEM WEJSCIOWYM naszego uktadu.

2. W zupelnie analogiczny sposéb mozna okreslié repertu-
ary kolejnych wyjéé {Yi}, {Yz} e s {Ym} .ALFABETEM WYJ5-
CIOWYM nazwiemy obecnie zbiér {Y} wszystkich mozliwych sym4
boli, jakie mogg si¢ pojawié na ktérymkolwiek wyjsciu. Dla
ukladu o m wyjSciach alfabet wyjsciowy jest réwniez sumg
teoriomnogosciows:
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,2 Lj{fag\J R {Ym} /85/

<¥
i

P S

{Y; =

v '1.
*15:_; >
S 1 &}

3. W dalszym ciggu rozpatrywaé bedziemy uklady, dla kté-
rych zaréwno alfabet wejéciowy, jak 1 alfabet wyjéciowy sy
zbiorami zawierajacymi pewne 8 X 0 hc z on e ilodci sym-
boli. Naturalnie ilo8¢ symboll moze by¢ bardzo duza i inna
% alfabecie wejsciowym niz w wyjéciowym, waine jest, aby byla
skorlic zona.

Uktady operujgce skonczonym alfabetem wejsciowym i skofi-
czonym alfabetem wyjéciowym nazwiemy A UT O M A T A M I.
SEONCZONYMI.

Auntomat skerczony cechuje sie wyjatkowa latwoscia analizy.
Zamiast zapisu zaleznoéci sygnalu wyjsciowego od sygnalu wej-
Sciowego w postaci transmitancji lub funkeji przejscia mozna
podaé po preostu tabelke sygnaldéw wyjsciowych, odpowiadajg-
cych poszczegélnym sygnatom wejsciowym. Iloéé wierszy takiej
tabelki bylaby réwna iloéci réznyeh mozliwych sygnaléw wejé-
ciowych.

4. Ilosé mozliwych sygnakéw wejdciowych i wyjéciowych w
automacie skonczonym nietrudno okreslié. Mianowicie, jesdli
alfabet wejséciowy {X} zawlera 1 symboli, a ilod¢é wejsé jest
n, to liczba wszystkich mozliwych réznigcych sie migdzy sobg

symboli jest 30

BBzyklad 1

Niech alfabet {x} skiada sie 2z trzech symboli: A, B, C
oraz niech autemat posiada dwa wejscia. Ilosé réinych kombi-
nacji sygnatéw wejéciowych jest wiec 32 = g, Wypiszemy je:

AA, AB, AC, BA, BB, BC, CA, CB, CC.

5. Naturalnie w przypadku, kiedy alfabet wyjsciowy zawie-
ra k symboli i uk¥ad ma m wyjs8é liczebnos$é zbioru rozréznial-
nych sygnaldéw wyjéciowych jest k.

Automat, o ktdrym dotychczas méwimy, przyporzadkowuje
wielkosciom wejsciowym /ktdére sa zespotami symboli wystepuja-
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cych réwnoczesnie na réznych wejdciach/ wielkosci wyjsciowe,
bedace kombinacjami symboli wystepujgcych rownoczesnie na
wyjSciach. Dla uproszczenia nazewnictwa zespél symboli wyste-
pujgcych w danej chwili na wejScin nazwiemy SLOWEM WEJSCIO-
WYM, a edpowiedni zesp6: na wyjsciu S LOWEM WYJS-
CIOWYM

Automat nasz po otrzymaniu okreslonego siowa wejsciowego
odpowiada wygenerowaniem odpowiedniego siowa wyjéciowego.

6. Automat tak okreslony jest bardzo ubogi w mozliwosei.
Jego stopiefi erganizacji odpowiada orgamizacji automatoéw
sprzedajgcych po wrzuceniu pienigdzy okreslone przedmioty.
Siowami wejsciowymi takiego automatu sg zespoly przedmiotow
wrzucanych do wrzutni, a siowami wyjsciowymi zespoly przed-
miotéw wydane ma wylocie. Automaty takie sg zbyt prymitywne,
by si¢ nimi zajmowaé na gruncie cybernetyki. Mozemy je jednak
uczynié nader interesujgcymi przez bardzo prosty zabieg: wpro-

wadzimy pojecie stanu wewng¢trznego automatu.

7. Niech antomat, o ktérym méwimy, ma p wmozliwych, rozréi-
nialnych stanéw wewnegtrznych. Teraz siowo wyjsciowe, jakie
wygeneruje automat otrzymawszy dane siowo wejdciowe, moze byé
rézne, w zaleznosci od tego, w jakim automat jest stanie.
Konkretnieje mozna to sformulowaé méwigc, Ze skowo wyjsciowe
jest funkcjg /jest zalezne/ od siowa wejsciowego i aktualnego
stanu. Ilo$é wierszy tabelki opisnjgcej zachowanie automatu
wsrosia teraz de p.ln, poniewaz rozrdézniane sa nie tylko sio-
wa wejdciowe, ale i stany wewnetrzne, przy ktéryech zostaly te
slowa ndebrane, a poniewai kaide slowo moze byé odebrane w
kazdym z p standw, wiege ilosé rozréznialnych zespoldw siowo -
stan wewnetrzny jest p razy wieksza niz ilosé siém.

8. Funkcje pozwalajaecg na podstawie znanej wartosci wejs-
ola /znanego stowa wejséciowego/ i znanego stanu okreslié nowa
wielkosé wyjdciowg /slowe wyjéciowe/ nagwiemy funkcjg Cr.
Aufomat, w ktérym funkcja d—zalezy tylko od sléw wejsciowych
/rozpatrywany na poczgtku/, nazwiemy automatem trywialnym




albo po prostu przeksztaltnikiem koddéw. Nie bedziemy gie ni-
mi chwilowo zajmowali.

Automat, w ktérym funkcja CrzaleZy wyigcznie od stanu wew-
Netrznego S, nazwiemy /od nazwiska jego badacza,/ automatem
Moore ‘a. Natomiast najpelniejszy automat, w ktérym ijest
Tunkecjg ' zaréwno stanu wewnetrznego, jak i siowa wejsciowego,
hazwiemy automatem Mealy ego.

9, Automat powinien mieé mozliwosé zmiany swego stanu wew-
Rgtrznego, gdyz inaczej fakt, Ze posiada szereg stanéw wew-
Rgtrznych, byiby tylko nieistotng ciekawostks, skoro i tak
Przebywalby stale w jednym stanie.

Zmiana stanu wewngtrzmego powinna zachodzié na skutek po-
Jawienia sig okreélonego slowa wejsciowego w czasie, gdy au-
tomat znajduje sie w okredlonym stanie. Funkcje przyporzgdko-
“ujaca stowu wejsdciowemu 1 stanowi nowy 'stan, nazywa sie fun-

kejg A .

10. Zatem bardziej abstrakcyjny opis automatu skorczonego
Wozna podaé definiujgc automat jako pigtke upcrzgdkowang

f
A,{{x'},iy'}, {S}.or,/l } /86,
Bdzie {X'} jest zbiorem siéw wejSciowych /utworzonych z sym-
boli alfabetu {X} e {Yi} zbiorem sidéw wyjsciowych, s} zbio-~

Tem stanéw wewnetrznych, a funkcje gfi A,zostaky wyzej okresg-
lone /rys. 70/.

__f—. s_____’—.
bk . AN

Y

J . \'1/51'52’...5p) ° L J

Rys. 70, Automat skoliczony

TEST 1

P, Czy centrala telefoniczna jest automatem skofic zonym?
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0. Tak, jest to klasyczny przyklad automatu skolczonego.

Teoria automatdw skonczonych pojawila sie zresztg wiasnie
w powigzaniu z konstruowaniem duzych sieci przeigczajgcych,
a do takich nalezy w szczegélnosci automatyczna lgcznica
telefoniczna /rys. 71/

1 {
.~ e —— —2—
Q9 -——Z—-( : -
B Potgczenia e
: )
s wewnetrzne 2 I
< 8000 | 80008

Rys. 71. Lgcznica telefoniczna

Aby dowiesé jej skoiiczonosSci nalezy kolejno rozpairzyé
zbidr siéw wejdciowych, wyjsSciowych i stanéw wewnetrznych
i o kazdym z nich wykazaé, ze siozony jest ze skolczonego
zbioru elementow.

Zbiér sidw wejdciowych.

Centrala posiada tyle wejsé, ilu abunentéw obsiuguje.
Jest to oczywisdcie 1lo08é skonczona. Na kazdym z wejsé
moze pojawié sig tylko jedem z mozliwych symboli. Jezeli
na przyktad centrala jest czterocyfrowa, to ilosé symboli,
jakie mogg pojawié sie¢ na dowolnym wejsciu, wynosi 10 001
/10 000 symboli sg to numery od 00-00 do 99-99 wykrecane
przez abonenta, a 1 symbol reprezentuje fakt nie korzysta-
nia w danej chwili przez damego abenenta z danej centra-
1i/. Ilo8é mozliwyech sibéw wejdciowych jest wige bardzo
duza, ale naturalnie skoleczona. /Powiedzmy, Ze centrala
obstuguje 8000 abonentdw. Wowczas i1losSé mozliwyeh sidw
wejdciowych jest zawrotna: 10001sooo 1032000, nie ulega
Jjednak wgtpliwodci, 2e jest to liczba skorczona/. Ilosé
stanéw wewngtrznych tego automatu jest réwniez ogromna:
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stanem wewnetrznym bgdzie stan polaczen aktualnie realizo-
wanych przez centrale. Iloéé takich réznych polaczen réw-
na jest w naszym przykiadzie ilosci kombinacji dwuelemen-

towych w zbiorze 5000 elementowym, czyli

P 8000.7992 32 000 000.

Za to ilo8é sidéw wyjéciowmych jest wzglednie niewielka.
Na kazdym wyjsdciu, ktérych jest tyle, ilu abonentdéw, moze
pojawiaé sie jeden z trzech sygnaldw: sygnal zajecia, By-
gnal wywotania i brak sygnalu. Ilodé sidw wyjdciowych
Jest wige réwna 38000 103820 .

Uktad rozpatrywany jest wigc automatem skonczonym,
gdyz zaréwno zbidér sidw wejdciowych, Jak 1 zbidr stanéw
wewnetrznyvch i zhidér sidwm wyjéciowych sg skodczone. Fun-
keja decyduje o tym, czy przy danym stanie poigaczex abo-
nent po wykreceniu pumeru usiyszy sygnal wywolania, czy
sygnal zajecia, zad funkcja decyduje o polgczeniu, ja-
kiego dckona centrala po wykregceniu okreélonego numeru

przy okredlonym stanie dotychczasowych polgczen,

Czy system zbudowany przez polaczenie automatdéw skonczo-
nych bedzie automatem skonczonym? /rys. T2/

e s e e o i S e i e S e e e e e Y

R

Rys. 72. System automatow
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Owszem, poniewaz wejsciem do systiemu begdg wejscia pewnych
uktadéw wchodzgcych w sklad systemu, a te naturalnie speil-
niajg warunki stawiane automatom skonczonym, gdyz naleig
do takich automatdéw, stany wewnetrzne systemu bedg wypad-
kowg stanéw wewngtrznych poszczegélnych ukladdéw, a wige
ilo$é ich bedzie skonczona, chociaz z reguly bardzo duza
/iloéé stanéw wewnetrznych systemu jest iloczynem ilodeci
stanéw jego czesci skladowych/. Wielkodci wyjsciowe sys-
temu sg oczywiScie wielkosdciami wyjsciowymi automatow
sktadowych, sg wiec skonczone /skiadaja sig ze skoﬂczoheJ
ilosci siéw/.

Jezell zasadniczy sens twoich odpowiedzi na pytania
postawione w poprzednim i niniejszym zadaniu by% zgedny
z odpowiedzig podang /mnie musiate’d przeprowadzad samodziel-
nie calego wywodu, wystarczylo przekonanie/, to mozesz
czytaé dalej. Inaczej przeczytaj jeszcze raz punkty 1 - 10.

Wykaz, ze elektroniczna maszyna cyfrowa jest automatem

skodczonym.
XXX

Maszyna cyfrowa sklada sie¢ z trzech zasadniczych uktaddéw:
/rys. 73/ pamigei, arytmometru i sterowania. Wykazemy e
katdym z tych ukladéw, Ze jest automatem skolczonym, a na
podstawie poprzedniego zadania bedziemy upowaznieni do
wnioskowania, %e caly system, jakeo zlozony z automatodw
skonc zonych, jest skolczony.

Pamigé maszyny cyfrowej posiada dwa wejsdcia. Jedno
z nich przekazuje jedynie dwa sygnaly: zapisaé - odezy-
taé. Repertuar tego wejscia sklada sig wiec 2z trzech
mozliwych symboli: Z /zapamietaj/, W /wydaj/ 1 0 /nic nie
réb/. Drugie wejdcie okredla nadawce wiadomodci do zapa-
migtania lub odbiorce wiadomosci wydawanej; mozliwe sg
wige na tym wejdciu symbole: Cz /czytnik tasmy perforowa-

nej lub kart jako nadawca wiadomosci dostarczanej z zew-
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hgtrz/, C /konsola maszyny - dalekopis lub elektryczna ma-

Szyna do pisania, ktéra moze zardéwne dostarczaé danyeh do

Rys., T3. Maszyna oyfrowa

Pamigei, jak i byé ich odbierca/, A /arytmometr, do kté-
Tego destarczamy liczby z pamieci, lub z ktérego zapamig-
tujemy wyniki czesdciowe/, S /blok sterowania, ktéremu
dostarczamy z pamieci kolejne rozkazy/, Dr /drukarka, na
ktérej wypisuje sie wyniki/ lub Pr /perforater perforujg-
Cy wyniki na tasdmie/.

Czytelnikowi lepiej zorientowanemu w problematyce ma-
Szyn matematycznych nalezy si¢ tu wyjasnienie: wiadomo,
%e komunikacja maszyny z urzgdzeniami zewnetrznymi /czyt-
Diki, d rukarki, perforatory/.odbywa sie zwykle 2za posred-
Ristwem elementu ukladu arytmometru tzw. akumulatora.
Jednak okolicznoéé ta % niczym nle zmienia istoty rzeozy,
Polegajacej na wprowadzeniu i wyprowadzeniu danych do
Pamieec i, a jedynie komplikuje opis. Do celdéw, ktére
tutaj sobie stawiamy, w zupelnosci wige wystarczy uproez-
Czony opis obeéjmujgecy fikeyjna, bezposrednig komunikacje

Pamigci z urzqdzeniami wejfcia - wylscia.




Z podanego opisu wynika, ze pamieé jest ukladem, na
ktérego wejfciu moze sig¢ pojawic¢ co najwyzej 3.6 = 18
sléw wejdSciowych /nie wszystkie z wyliczonyech tu siéw majg
sens np. W Cz - wyprowadZ? dane na czytnik itp./. Pamieé ma
wiec skoficzong il08é mozliwych sidw wejsciowych.
Przyjmiemy, e pamieé posiada tyle wyjsé, ile symboli
mogio sie pojawié na drugim wejdciu. Niektére z tych
"wyjéé/ s inwertowane: w rzeczywistosci kanalami tymi do-
plywa informacja do pamieci, np. wyjécie odpowiadajgce sy-
gnetewi Cz - czytnik. Przyjmiemy jednak dla prostoty i
zwartosci opisu, %Ze sg to wyjsdcia, gdyz nie chodzi nam o
opis dzialania maszyny cyfrowej, a ¢ wykazanie jej skon-
czonoscl; gdybysmy nasze pseudowyjdcia przeniedli na wejs-
cie, te skomplikowalibyémy obliczenia i1loSci siéw wejdcio-
wych 1 wyjdciowych, podezas gdy fakt skonczonodci tych
zbioréw stéw takie przegrupowanie nie mialoby wypiywu.
Kazda informacja jest w pamieci przechowywana i przesyia-
na do /od/ innych blokéw w postaci wyrazen zlozonych ze
skoficzonej ilodci jedynej i zer /liczby binarme/. W kaz-
dej pojedynczej informacji, niezaleinie od tego, czy jest
ona liczbg, rozkazem czy np. napisem, moze byé scidle okre-
élona ilosé miejsc, na ktérych moga byé jedynki ludb zera.
Na przykiad w maszynie cyfrowej "ODRA 1013" taka dingosé
informacji wynosi 38 pozycji. Poniewaz na kaidym miejsou
moze byé jedynka lub zero, wigc ilo#é réznych zestawien
/il06é régtnych symboli na roswazanym wyjfciu/ wynesi i
= 1012, Przy ilosci wyjéé réwnej 6 daje to mniej niz
1012 réznych mozliwych sidéw wyjsciewych.
Jest to ilodé znaczna, lecz naturalnie skolczona.
Ileéé stanéw wewngtrznych pamigci okredélimy réwnie Zatwo:
pamigé zawiera okreélong, zwykle dosé duzg ilosé miejsc,
tzw. komdérek, w ktérych miedoié sie mogg pojedyneze in-
formacje. Nieoh nasza pamigeé zawiera 10 000 komérek. Sta-
nem pamigei bedzie okreflona sawartof¢ wszystkich komdrek.
Poniewaz w kazdej komérce moze znajdowaé sie¢ jedna = 1012
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mozliwyeh informacji /patrz wyzej/, wiec stan pamieci moze
byé podany na 10 000 . 1012 = 1028 sposobdéw. Tyle jest
wigc mozliwych standw.

Wykazalismy, ze pamigé jest automatem skornczonym.
Arytmometr jest ukladem maszyny, w ktérym wykonywane
sq wszystkie operacje arytmetyczne. Ukiad ten posiada dwa
wejscia: jedno /od pamigci/, ktérym dostarczany jest argu-
ment /liczba/ do wykonania operacji arytmetycznej i dru-
gie wejécie /od ukladu sterowania/, ktérym nadchodzi in-

strukcja, co nalezy wykonad.

Iledé mozliwych symboli docierajgcych pierwszym wejsé-
ciem réwna jest ilodci mezliwych kombinacji jedynek i sger,
czyli okolo 1012.

Tlo8é symboli na drugim wejéciu réwna jest 1losci ope-
racji, jakie zdolny jest dokonywaé arytmometr. Nie nalezy
sqdzié, Ze sg to wylacznie cztery dzlatania, repertuar
mozliwodci arytmometru jest duzo bogatszy, w sklad jego
mozliwosci wchodza réwniez przesuwania liczby o okresdlong
ilosé pozycji /np. z liczby 123 robl sig¢ przesunigciem w
lewo 123000, a przesunigciem w prawo 12/, badania parzys-
tosci, sprawdzanie tozsamosci liczb itp. Ilodé takich
dzialadi rzadko jednak przewyzsza 20, taksg wiec wartosé

mozemy zatozyé w obliczeniach. W efekcie mamy nie wigcej
niz 1013 széw wejdciowych, a wigc iloéé skorczoeng.

Poniewaz wynikiem dzialania arytmometru jest rezultat,
czyli liczba, wiec istnieje tylko jedno wyjscie arytmome-
tru, na ktérym moze pojawié sie jeden z 1012 gymboli, ty-
lez jest wiegc mozliwych siéw wyjsdciowych,

Stan wewnetrzny arytmometru utozsamié mozna z liczbg
aktualnie sie w nim znaiduigca /arvtmometr przy wykonyws-
niu operacji, np. dodawania, pobiera z pamieci tylko je-
dng liczbe, druga jest w nim uprzednio zmagazynewana/.
I108¢ mozliwych standw wewnetrznych jest wiec znowu
rdéwna 1012.

Zajmiemy sie z kolel blokiem sterowania. Jedynym jege
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wejsciem jest polgczenie z pamigcig, ktérym docierajg roz-
kazy uprzednie zapamigtanege programu /pomijamy instrukeje
przekasywane ¥ pulpitu/.

Kazda maszyna cyfrewa posiada okreslong, skonczeng, i
na ogét wzglednie krétks liste rozkazéw. Ilosé tych roz-
kazéw nie przewyisza zwykle kilkudziesieciu do kilkuset.
Tyle jest wige symboli wejsciowych dla ukiadn sterowania.
Iloéé wyjdé ukladu sterowania zwigzana jest z rozbudowg
zaplecza maszyny, ogélnie mozna jednak liczyé, ze stero-
wanie posiada wyjdcie do kontaktgwania sig¢ z pamigeig
/wyjécie to okredla numer komprki pamigei z ktérej ma byé
pobrana infermacja, lub w ktérej informacje nalezy zapi-
saé/, wyjScie do kontaktowania sig¢ z arytmometrem, komun-
nikujgce charakter wykonywanej operacji arytmetycznej,
wyjécie do urzgdzeh wejdciowych /czytnika kart, tasmy,kon-
scli maszyny/, na ktérym pojawiajg sie polecenia wprowa-
dzenia danych, oraz wyjscie polgczone z urzgdzeniami wy-
prowadzania danych /drukarka/, na ktérym pojawiajg sie
rozkazy wydruku odpowiednich informacji z pamigci. Jesdli
wige przyjmiemy, ze rozwazana maszyny posiada tylko jeden
czytnik i tylko jedng drukarke, to 1lodé wyjéé bloku ste-
raowania bedzie wynosila 4, a 1lo8¢é siéw wyjsciowych nie
przekroczy 10 00C . 20 . 2 . 2 = 8 , 105, a wiec ilodé
ta jest skoroczona.

Skrajnie ubogi jest tei asortyment stanéw wewnetrz-
nych bloku sterowania. Mozna wyréznié jedynie trzy inte-
resujgce stany:

1/ aktualnie wykonywana operacja zostala ukolczona,
2/ aktualpnie wykonywana operacja jeszcze trwa,
3/ maszyna jest zatrzymana.

Reasumujgc, mozemy stwierdzid, ze wszystkie uklady
wohodzgce w sk¥ad systemu bedgcego maszyna cyfrows sg
automatami skoxczonymi, a wige 1 utworzony z nich system -
jest automatem skolczonym. Dowdéd ukoniczono: maszyna cyf-
rowa jest automatem skonlczonym. Niezwykle waine jest przy
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lym, ze maszyna cyfrowa dysponuje jedynie skoXczong /choé
¥ miare posiepu techmiki coraz pojemniejszg/pamiecis.

nesd iego siwierdzenia docenimy dopierc woéwczas,
gdy poznamy inny system cybernetyczny, ktdry bedzie w za-
S8adzie rdéwniez automatem skodczonym, ale dysponujgcym
Pamiecig nieskonczenie wielks.

Twor ten nazwiemy maszyna Turinga i przytoczymy nie-
Zwykle ekscytujgce twierdzenie, 2e¢ maszyna ta potrafi
¥ykonaé kazds operacje, ktéra da sie sScisle okreslié
Zbiorem regul postepowania. Ale to pdZniej, chwilowo je-
dnak - kubelek zimnej wody; maszyna cyfrowa jest automa-
tem skordczonym, bardzo ziozonym i ciekawym, ale podlega-
Jacym wszystkim ograniczeniom typowym dla automatdéw skon-
CzZonych, w szczegdlnosci nie jest maszyng Turinga i nie
Ma dowodu, ze zdolnma jest wykonaé dowolng, scidle opisa-
hg operacje. Moze ten zdecydowanie niepelny wywdd bedzie
Jakaé odpowiedzig na pytania w rodzaju: czy maszyny cyf-
Towe moga przejawiaé, po odpowiedniej rozbudowie i opro-
Eramowaniu, zlogone formy dzialania inteligentnego?

Zadziwiajgce jest, jak wiele optymistyczmnych opinii
% postawionej kwestii wypowiadanych jest nawet przez lu-
Qzi posiadajgcych.znaczng wiedz¢ i praktyke % dziedzirie
teorii i zastosowat maszyn cyfrowych. A tymczasem wys-
t-a.rczy sobie udwiadomié, ze nie wszystkie formy umysiowe]
Qzjatalnodci poddajg sie formalizacji i "Scislemn opiso-
%i®" a nawet z tych, ktérych opis jest mozliwy, nie wszy-
Stkie lezg w zakresie mozliwosdci maszyny cyfrowej /w prze-
Ciwienstwie do wspomnianej Jjuz maszyny Turinga/.

Wywéd powyzszy byl bardzo obezerny i dosyé szczegdio-
Wy. Nie mamy prawa wymagaéd, aby Czytelnik przeprowadzil
€0 w peini samodzielnie. Jesli jednak znasz dziedzine ma~-
Szyn eyfrowych w sposdéb, ktdéry wystarczal do przeanalizo-
®ania postawionego w zadanin pytania i udzielenia uzasad-
RNionej odpowiedzi, a nie podjaieé tego trudu, to zastandw

8ig,Czy przypadkiem nie traktujesz nauki zbyt lekke i nie
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starasz sie¢ i$é droga najmniejszege oporu. Usviado

sl

ze jest psychologicznie uzasadniongw prawidlowosci
da latwego zapominania rzeczy, kiorych przyswejenie nie
wigzato sie z pewnym minimalpym wysiikiem.

Jedli zastanowienie nad ostatnimi uwagami skionilo Cie
do przyznania im stusznosci, postaraj sig raz jeszcze
przeanalizowaé prowadzony wyzej wywdd, starajge sie wy-
szukaé jego stabe stromy 1 uzupeirié jego luki. Na przy-
ktad: jak sgdzisz, czym byiyby wspomniane w punktach
8 1 9 funkcje Cfi.A,w poszczegélnych uktadach maszyny

cyfrowej? <..

Zatéizmy, ze rozpatrujemy automat o jednym wejsciu i jed-
nym wyjSciu. Niech alfabet wejsciowy /a tym samym i zbidr
siéw wejsciowych/ sklada sie¢ jedynie z dwu symboli: A i B.
Niech automat nasz posiada trzy stany wewngtrzne: Si, S2

i S3. Alfabet wyjsciowy sklada si¢ z pieciu symboli: 1, ©,
4, ', Q. Funkcje d-i /1 zadane bedg tabelks. Ile wierszy
musi liczyé ta tabelka?

xxx

Il08é wejdé n réwna sie 1, 1losé symboli 1 = 2, a ilosé
stanéw wewngtrznych p = 3. Ilosé wierszy tabelki wynosi

wiec

Jezell miales watpliwodci, to rozsgdnie uczynisz, rozpro-
szywszy je definitywnie przy pomocy powtdérnej lektury pun-
ktéw od 4 do 7.

Niech funkcje Cf i A okreslone beda nastepujgca tabelg:
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| sYowo wejsciowe ; stan ggslowo wyjéciowe | nowy stan |
A t s1 X 1 , s2 3

[ A {82 X| 0 - 18 1
§ s3 X Q | s3 ’

i B < T U ! | S3 ’
3 B | s2 X| | s1
B | s3 x| 4 | s2 E

e I X i é

Ktére kolumny tablicy odpowiadajg Tunkcji Or, a ktére
funkcji A.?

XXX

Kolumny: plerwsza wraz z drugg oraz trzecia opisujg fun-
keje CC za8 kolumny: pierwsza wraz z drugg, oraz czwar-
ta opisuja funkecje A.; Nadmieniamy, 2e do poprawnej odpo-
wiedzi potrzebma byla znajomoéé materialu zawartege w

punktach 8 1 9.

Dia omawianego w poprzednich dwu zadaniach automatu nale=

2y okresli¢ przebieg wielkosci wyjsciowej /sekwencjg sidwm

wyjsciowych/, jezeli w chwilli, gdy auteomat byl w stanie

S3, podano sygnai A & nastgpnie sekwencje:
A,A,L,B,A,B,B,B,A,B,A,B.

xv

0.Dla przykiadu przytoczymy calosé rozumowania:

% chwili peoczgtkowej nadszedi sygnal A przy stanie S3,
co spowodowalo wysigpienie n&a wyjsciu sygnaiun "Q" i u-
irzymanie stanu S3 /patrz - trzeci wiersz tabelki/. Trzy
kolejne pojawiajace sie¢ sygnaly "A" spowodujg /ze wzgle-
du na nie zamieniajgcy si¢ sitan/ te same reakcje, & za-
tem wyygenerowany bedzie ciag sidéw wyjfciowych “Q,Q,Q".
Nastepnie, przy stanie S3 przychodzi sygnal B. Powoduje

Lo wygenerowanie sygnalu %4" i przejscie do stanu S2.
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W tym stanie sygnai A powoduje wygencrowanie *0" i przejs-
cie do S1, z kolei B powoduje na wyjsciu "!" i stan S3,
dalej B - "4" i S2, zndéw B - "1i" i Si, teraz A, wiec "i"
1 S2, nastepnie B, wiec "i" i Si, A wigc 1 S2, i na koniec
B, dajgce "i*" i Si.

Reasumujgc, automat wygenerowal sekwencje siow wyjscio-
wych: ©,Q,Q,Q,4,0,1,4,1,1,1,1.
i po zakonczeniu dzialania znalazl! sie w stanie Si.

Dla wigkszej przejrzystosci bedziemy sekwencje sidw
wejSciowych i wyjsciowych zapisywaé razem, tak aby slowa
wystepujgee rdéwnoczesnie wystepowaly plonowo, jedne pod

drugimi:
AAAABABBBABAEB

QQQQ401! 411111

Przykiad ten potraktuj raczej treningowo i jesli nie
poradziles sobie z nim samodzielnie, wystarczy jesli.do-
ktadnie przedledziles rozwigzanie. Jedli jednak rozwigza-
nie uzyskales niezaleznie i samodzielnie, to mozesz nie
czytajgc nastgpnego zadania od razu przystapié¢ do studio-
wania rozdziatu IV podr.2.

Przyjmijmy, ze mamy automat o dwu wejsciach, trzech wyjs-
ctach i dwu stanach wewngtrznych. Stany, jak poprzednio
oznaczymy Si1 1 S2. Alfabet wejsciowy niech sklada sie =z
symboli %x%" i %o%, alfabet wyjsciowy z symboli “T" i *M",
Okreslié 1losé mezliwych s}déw wejdciowyech, ilosé mozliwyeh
sléw wyjsciowych oraz 1lo8¢é wierszy dla funkcji i s

xx

Il08é sidéw wejsciowych - 4, 1lo8é sidéw wyjdciowyeh - 27,
il08é wierszy tabelkil - 8.

Dla opisanego wyzej automatu funkcje Ori A. opisuje tabe~
la:




S stowo wejsciowe : stan %}slowo wyjsciowe | nowy stan
| § xx x TTT s2
| xx -3 TRT s1
* ox A -5 s o HRR S1
ox S2 § i RTR S1
xb i iggt X MRR s2
‘ xo0 s2 § RRM s2
oo s1 X| MMM s2
‘ 00 s2 ﬁl TRM S1
|

Okreslié sekwencje sidéw wyjSciowych opisywanego auto-
matu w przypadku, gdy automat poczgtkowo znajduje si¢ w
1 stanie S2 i otrzymuje sekwencje sygnaldw:
00 O0X 0X XX X0 00 X0 X0 XX XX

xxXx

0. Wygeneruje on wéwczas sekwencje sidéw wyjéciowyech:
TREM RRR RRR TTT RRM TRM MRR BRM TRT TTT,
a kolcowym stanem auntomatu bedzie S2.
Jezeli ostatnie zdanie sprawilo Ci trudnosci, powinie-
nes8 w zasadzie jeszcze raz przeczytaé caly rozdzial i
wnikliwie przedledzié rozwigzanie poprzedniego zadania.

[ 2. Przedstawienie automatu w postaci grafu

1. Postugiwanie si@ przy badaniu automatéw tabelksg jest
Przy wigkszych rozmiarach automatu niezmternie niewygodne.
ISLnieJe Jjednak pewna forma graficznego przedstawienia 1. .o-

8 i k i dzialania automatu /podkreélié nalezy, ze nie ma to
Qi wspdlnego z graficznym przedstawieniem s t ru k t u r y
Qutomatu/.

o

<. Posiuzymy sie w tym celu grafem, ktdérego wierzchoikami
bedg stany automatu /na rysunku oznaczane kdéikiem z wpisanym
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mewngtrz numerem lub nazwg stanu/, a ktérego gazeziaml beds
"ruchy® automatu pod dzialtaniem okreflenych sygnaléw wejsScio-
wych. Innymi siowy, galezie grafu ilustrujg dzialanie O iﬂﬂ

3. Z powyzszego opisu wynika, ze z kazdego wierzchoika po-
winno wyc hodzié tyle gatezi, ile jest mozliwwyeh
sxéw wejéciowych /1%/, a ze wszystkich wierzcholkéw /bo tyle
jest stanéw wewnetrznych/ wychodzi Xgcznie p.ln galtezi. Licz-
ba ta jest nam juz znana - tyle bylo wierszy w tabelce.
Istotnie, tak musi byé, gdyz kazda galaZi opisuje "ruch®™ auto-
matu, ktéry znajdujgc sie w okreslonym stanie otrzymail okres-

lone siowc wejeciowe.

4. Kazda galaz grafu kodczy sie rdéwniez w wierzcholku.
Jest to mianowicie ten wierzcholek, ktéry odpowiada stanowi,
do ktérego przechodzi automat, jesli - bedgc w stanie odpowia-
dajgcym wierzocholkowi, z ktdrego galgz "wyrasta" - otrzymal
sygnal odpowiadajgcy danej galezi.

5. Podobmie jak wierzcholki galgzie s3 réwniez opisane
i te podwéjinie. Na kazdej galezi musi byé napisane, w jakich
warunkach /przy jakim elowie wejsciowym/ opuszczamy wWierzaho-
lek po tej wiasnie gaZezi oraz jaki przy tym zostaje wygene-
rowany. sygnal /stowo wyjsciowe/.

Opis ten bedziemy wykonywali w postaci uXamka:

stowo wejsciowe

slowo wyjsciowe

Przyvktad 1
Rozwazmy bardzo prosty automat ¢ irzech stanach wewnetirz-
aych /nazwiemy je I, II i III/, jednym wejsciu z alfabetem
A 1 B oraz jednym wyjsciu z alfabetem X, Y, Z. Funkecje Ori
A podaje tabela:
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X siowo wyjsciowe | stan
A 1 Ix X 11
| , 4 ]

B ‘v ) Z ! ITI ,
A IF X p { II1 |
: . Rz | - !

f B ! i X Y | II
- A FEMTE 2 | III |
i B | 1Ir |} X | 111 |
L ‘ J : r

Konstruowanie grafu tego automatu rozpoczynamy od naryso-
wania trzech kétek /rys.74/, w ktérych wpiszemy numery sta-
now. Bedg.to wierzcholki grafu. Nastepnie, rozpatrujgec kolej-

no wiersze tabelki rysujemy galezie. Na przykiad pierwszy

—_

®_i, Ax .@ By

8z A/Z Rys.74. Graf automatu

B/x \ /

Wiersz tabelki odpowiada galgzi wychodzqace] z wierzcholka I
i idacej do wierzchoika II, poniewai wierzchotek II odpowia-
da stanowi po "ruchu® automatu. Na galegzi tej wpiszemy "ula-
mek", w ktdérego liczniku wpiszemy symbol wejsciowy, ped dzia-
taniem ktdérego dany "ruch" zachododzi, a w mianowniku wygene-
Towane przy tvm sXowo wyjdciowe. W naszym przypadku bedzie to
A/X. Postepujgec analogicznie z pozostalymi wierszami tabelki
®ypeinimy caly graf.

6. Opis automatu w postaci grafu jest duzo wygodniejszy
do analizy. Majgqc podana sekwencje¢ sygnaldw wejsciowyech 1

Slan wewnetirzny, z ktdrego startujemy, mozemy teraz bez
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trudu okreslié sekwencje sygnalow wejsciowych, “wedrujge" po

wierzcholkach grafu i zapisujgc kolejne "miancwniki®.

Przyklad 2
W automacie z poprzedniego przykladu aokreslimy sekwencje

sygnaléw wyjsciowych, jesli stan poczatkowy byl I, a automat
otrzymal stowa wejsciowe: A, B, B, B. A, B, A, A, A, B, A.
Startujemy z wierzchoika I i po galezi odpowiadajgcej siowu
A wedrujemy do wierzcholka II. Powstaje przy tym sygnail X.
Nastepnie zataczamy petle powracajgc do stanu II /pod dzia-
*aniem stowa B/ i otrzymujemy siowo Y. Petle te zataczamy
jeszcze dwnkrotnie otrzymujac sygnaly Y, Y. Nasiepnie pod
dziataniem sygnalu przechodzimy do stanu III /wygenerowane
zostaje Z/ 1 juz stanu tego nie opuszczamy poruszajgc sig
wylacznie po petlach. W rezultacie otrzymujemy sekwencje

sidéw wyjsciowyech
XYY R ETRY T T

7. Graf nie tylko ulatwia okreslenie zachowania automatu
» odpowiedzi na konkretny cigg sygnaldéw wejsSciowych, ale
réwniez pozwala na okredlenie pewnych ogdlnych i waznych
wtasciwodcl automatu, kidre inaczej moglyby byé nie zauwa-
zone.

Popatrzmy na rysanek_74. 0d razu zauwazymy, Ze stan I nie
moze byé w czasie pracy automatu nigdy osiggniety - Zadna
galgz do niego nie dochodzi, natomiast wszystkie odchodzg.
Stan taki moze by¢é jedynie punktem startowym, i to natyeh-
miast 1 na zawsze przez auvomat opuszczonym. Stan taki nazy-
waé bedziemy PA G ORKIENM GRAFU.

Z kolei stan III jest swolstg "putapka" - automat po do-
tarciu do niego pozostaje w nim na zawsze, gdyz ze stanu
tego nie ma gatezi wychodzacych. Nazwiemy go S T UD NI §
GRAFLU.

Stwierdzenie istnienia w grafie studni i pagérkéw pozwala
sporc powiedziedé o zachowaniu automatu nawet bez gnajomosci
sekwencji sygnaléw wejsciowych, ktdre zostang podane do auto-

matu.




Trem

o el A _1.

P, Narysowaé graf automatu opisanego w zadaniu testu 1 po-
przedniego rozduiaiu na str. oraz automatu opisanego w

zadaniu na str.

XXX
0. Graf dia automatu ze str. przedstawia rvsunek /75/, a
graf dla automatu ze str. rysunek /76/.
Bf1
\ /
\ /
8 \ / Rys. 75. Graf automatu
/! 8 / Bly /do testu 1/
/
et
\\\/lv
A/Q
O0/TRM
o

Py XO/MRR <\
g (52 ‘
. OXJRTR p
NG et S
OX|RRR S XX/TRT_—" | XOIRRM
r//

Rys., T76. Graf automatu /do testu 1/




Czy grafy omawianych automatdw

2orki?
XXX

0. Nie, zawierajs za to tzw. CYKLE, o ktorych zaraz szerzej

napiszemy. Zanim jednak przystgpisz de studiowania punktu
8 powiniened zastanowic sie, czy nie przecazytaé jeszcze
raz punktdw od 1t do 7. W rozmyslaniach tych powinno pomdc

Ci pytanie pomocnicze: czy zrobilles samodzielnie i popra-

wnie oba zadania testu?

8, Latwo zauwazyé, ze automat z rysunku /75/ pod dziata-
niem sekwencji AAAAAAAAA Dbedzie /jesli poczatkowo znajdowail
sie w stanie S§/ kolejno przybieral stany S1 S2 Si S2 S1
S2 ..., generujgc cigg sygnaiow wyjsciowych 1 01 01 010
«s» « Stan taki odpowiada w grafie ukladowi galezl tworzg-
cych zamkniety kontur, pozwalajgcy nea okrezng wedrdwke 'stale
przez te same wierzcholki., Nazywamy teo CYKLEM, gdyz cykli-
cznie powtarza sig ten sam stan i ta sama sekwencja sidw
wyjsciowych pod dzialaniem powtarzanego siowa wejéciowego.

Graf 75 zawiera jeszcze jeden cykl: pod dzialaniem syg-
natu BBBBB ... powtarza sie sekwencja standéw S1 S3 S2 S1
S3 ..., dajac w efekcie sygnal wyjsciowy ! 4 1 ! 4 1 !} 4 1

TEST 2

P. Wskazaé cykle w grafie 76.

XX

0. Cykl tworzs galezlie zwigzane na wejsciu z sygnaiem oc¢ 00
00 00 00 ... /generowany Jjesi wowczas cigg sidéw wyjscio-
wych MMM TEM MMM TRM .../ oraz z sygnalem xXx XX XX XX
.+./ cigg s81éw wyjsciowych TTT TRT TTT TRT TTT .../.
Cykl tworzy roéwniez sygnail kombinowany X0 0X X0 0X X0
0X ..., generujacy sygnaty MRR RTR MRR RTE MRR RTR ... .

9. Gdy w grafie dajg sie wyrdznic¢ przynajmniej dwa cykle




Y
Y

3ce przynajmni

J Jeden wierz-

nie w peini rozigczone /posiad

wspdlny/, to mozliwe sg rozmaite cykle kombinowane.
Na prezyk?ad w grafie /75/ mozna rdéwniez wskazac¢ cykl zwigza~-
Dy z sygnazem BBABBABBA ... 1 dazjacy sygnai wyjsciowy ! 4
!4 01! ..., cykl AAABBAABBAA ..., cykl BBBAABBBAA ... 1 wie-
le innych. Nie bedziemy sie tym jednak bardziej wnikliwie
zajmowagd.

10. Beasumujgc, reprezentacja automatu w postaci grafu da-
Je w zasadzie najobszerniejszg i nagpardziej poglgdowg infor-
mac)e o logice dziatania automatu. Ze wzgledu na prostote i
Wzgledne ubdstwo mozliwosei»automatu skonc zonego, wykonalne
Jest zbudowanie dla automatu w peini izomorficznego modelu.
Takim modelem jest wmiasnie graf.automatu; znajgc graf potra-
fimy odtworzyé tahele /funkcje i /, a znajgc tabele moze-
ny narysowaé graf. Jak sie niebawem przekonamy, dla pewnych
automatdw mozliwe jest rowniez zbudowanie innego izomorficz-
Rego modelu w postaci pewnych funkecji logiki-formalnej. Model
ten daje sie jednak zhudowaé jedynie dla automatdw operujg-
eych dwuliterowym alfabetem wejSciowym i wyjsSciowym. Musimy
Wige naipierw poswiecic¢ nieco uwagi automatom binarnym.

3. Automat binarny

1. AUTOMATENLXN B-I.N.4-B.N.XY M nazywaé bedziemy
taki automat skondczony, ktdrego alfabet wejgciowy i wyjdcio-
Wy jest dwnliterowy.

Zgodnie z tradycjg dwa symbole tege alfabetu nazywac bedzie-
By 0 i 1. Ze wzgledu-na zwigzek, jaki istnieje pomiedzy teo-
rig antomatow bimarnych a logikg formalng, wygodnie bedzie
Symbolom tym przypisac¢ pewne wartosci leogiczne.

Uméwimy sie zatiem, 2e tam, gdzie to bedzie petrzebne,

0 oznaczaé bedzie "falsz", a 1 = “prawda’. Interpretacja ta

Jednak nie jest niezbedna dla rozwazane] teorii.

2. Zaczniemy od sftwierdzenia, 2e dla kazdego automatn

Skonczonego istnieje automat binarny zdelny realizowad




wszystkie funkcje, ktore realizowal auicmat plerwctanyv. Auto-
mat binarny bedzie mial jednak z reguiy wiekszg liczbg wejsdé
i wyjsé niz automat wzorcowy.

3. Jak wiemy,ilos¢ rdéznych sidw wejsciowych, jakie moze
odebraé automat o n wejSciach i alfabecie wejsciowym licza-
cym 1 symboli, wynosi 1%, Automat binarny, aby mégt robié to
samo co omawiany automat, musi dysponowac¢ nie mniejszg ilos-
cig siow wejSciowych. Alfabetl tege automatu jest jednak wy-
Igcznie dwuliterowy, tak wiec jesli przyjmiemy, ze automat
binarny posiada x wejsé, to 1loSé jego siéw wejsSciowych wy-
nosi 2*. Ze wzgledu na koniecznodé spelniania tych samych
funkeji co w automacie wzorcowym, musi by¢ speiniona nieréw-
nosé:

&> 1" /87/
ktdrg atwo przeksztalcié do postaci
x ;; n log2 1 /88/

Poniewaz z oczywistych wzgleddéw x musi byé liczba calkowitsg,
wiec nalezy wybrac¢ najmniejszg liczb¢ calkowity speiniajgcg
zaleznoéé /88/.

Przyklad 1

Niech automat, ktéry chcemy zamienié na binarny, posiada
3 wejscia, kazde o trzech mozliwych symbolach /m = 3 i 1 =3/,
Tiosé mozliwych sidéw wejsciowych wynesi woweczas 27.

Zanim skorzystamy ze wzoru /88/, w celu okreslenia ilos-
¢l niezbednych wejsé automatu binarnege, przystosujemy ten
wzor do uzywania popularniejszych logarytmow dziesietmych.

x2> n . 1 - . log l=n.3,32.1l0og 1 /898/

log 2

¥ pnaszym przypadku
xZ} 3 . 3,32 . 1log 3 = 9,986 . 0,4771 = 4,75%5

Nasz antomat binarny bedzie wigc posiadal 5 wejsé. Poz-

wala to wprawdzie na utworzenie az g o 32 sibéw wejsciowyeh,




n
=3
»

d4le tylkc miekicre z nich beds mialy dla automatu znaczenie.
4. Po okresleniu ilesci wejs¢ moeimy okreslié zupeinie
identycznym sposobem niezbedng 1losc¢ wyjsc¢ rownowazonego

8utomatu biparnege, wstawiajgc we wzorach /87

(74}
o
m

i 9
Zamiast ilosSci wejsé n, 1losé wyjsé m, a zamiast liczebnod-
€1 alfabetu wejsSciowego 1, liczebmosc alfabetu wyjsdciowego k.
Otrzymamy w ten sposdb wzér:

y 32 . £ / /”

¥ 2> "« 3,32 log k /90

8dzie y jest poszukiwana ilodcig wyjsé automatu binarnego.
I10é¢ stanéw ewnetrznych w automacie binarnym jest taka Sama

Jak w automacie wyjsciowym.

5. Majgec ustalong ilos$é wejéé i wyjs¢ automaiu binarnego
oz emy sporzadzic¢ "siownik" pozwalajgcy przyporzgdkowaé siowa
8utomatu wzorcowego stowom automatu binarnego i w ten sposéb
¥ peini utozsamié ze sobg te dwa automaty.

Praykiad 2
Napiszemy "siownik" pozwalajgcy tlumaczyé stowa wejsSciowe

Qutomatu opisanego w poprzednim przykiadzie na ich wersje bi-
Qarnq,
W tym celu przyjmiemy najpierw, ze wspomniane w poprzed-

Qim przykiadzie trgy symbole wejsSciowe sg to x, vy 1 z.

XXX 00000 XXz 00001 xxy 00010
xXyx 00011 XZX 00100 yXx 00101
ZXX 00110 XzZZ 00111 xzy 01000
Xyz 01001 xXyy 01010 zzX 01011
ZZ2 01100 zZzZy 01101 Zyx C1110
ZYZ 01111 Zyy 10C00 ZXZ 10001
zZXy 10010 YXZ 10011 yXy 10100
yzZX 10101 yzz 10110 yzy 10111
yyx 11000 yyz 11001 Yyy 11010

Pozostalo nie wykorzystanych 32 - 27 = 5 siéw Jezyka binar-
Sego: 11011, 11100, 11101, 11110, 111i1.
towa te dla naszegc automatu binarnego sg "bez znaczenia®,




P.

TEST 1

Okreslié liczbe wejsé i wyjsé automatu binarmego, ktory

méglby zastapié automat z rysunkau 75

XXX

Niezbedna ilo8¢é wej$é moze byé obliczona ze wzoru /89/,
ale prodciej jest zauwazyé, ze automat, o kuérym mowa, byl
od strony wejsciowej binarny, gdyz rozporzgdzal dwuelemen-
towym alfabetem wejsciowym A 1 B. Wystarczy wigc sporza-
dzié "slownik® postaci:

A - 0 B -

-

i sprawa wejsé¢ jest zalatwicna.
Dla obliczenia 1losci wyj}s8é musimy postuzyé sie wzo-
rem /90/:
y}, 1.3,32 . log5 =23,32. 0,7T = 2,324 43

Sporzadzimy prosty stownik wyjsciowy:

i 000 0 001 ! 010 4 011 Q 100
Pozostaja nie wykorzystane trzy siowa binarne /2" - § = °
a 3/ -108; 110, 111

Jezeli nie odpowiedzialtes prawidlowo, powinienef jesz-
cze raz przeczytaé punkty 3, 4 i 5.

"

Wykonac¢ to samo dla autematu z rysunku 76.
XXX

Podobnie jak poprzednio, nie zachodzi potrzeba przelicza-
nia ilosSci wejsé, gdyz wejdcie rozpatrywanego automatu
byiy binarne. Wystarczy tylko zrobié przyporzgdkowanie
x=1, o = 0, aby mozna bylo od razu wypisaé siownik:
oc 00 ox O1 xo 10 XX ) & |

Gdybysmy gwracali awage na 1losé wyjsé i ilosé symbold
alfabetu wyjsciowego, to musielibysmy zastosowaé W automa-
cie binarnym 5 wyj)s8¢é /patrz przykiad 2/. Jednakze efektyw-
nie wykorzystywanych jest jedynie 8 si6w wyjéciowych /a

nie 27/, wiec wystarcza zastosowanie trzech wyjsé automa-
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M 001 g 010 MRE 011
RTR 1060 TRT 101 MMM 110 RRM 111

Oba zadanis przytoczone w tescie wskazujg, ze zamiast
mechanicznie stosowaé wzory, warto przemyslec zagadnienie,
gdyz mozne uzryskadé tozicamosé automatu binarnego i orygi-
nalnege niejednokrotnie "tanszym kesziem"™, niz by to wy-

nikato ze wzordw.

8. W dalszym ciggu rozpatrywaé bedziemy jedynie automaty
binarne ¢ jednym wyjsciu. Wydeje sie. ze s§ L0 twory bardzo
proste, zwiaszcza jeéli dodamy, ze automaty te bedg mialy
Wylgcznie jeden stan wewnetrzny. Okazuje sie¢ Jednak, ze
iloé¢é mozliwych réznveh automatdw tego rodzaju roénie bardzo
szybke ze zwiekszeniem ilosci wejsé.

Poniewaz automat o n wejSciach moze rozrézniad 2" siéw
WejsSciowych, a rozne beds avntomaty, ktdére przynajmniej jed-
hemu z tych 2% c16w w inny sposdéb przyperzadkowujg ¢ lub 1
Na wyjsciu, wiec ilo$é réznych automatow bedzie réwna ilosci
réznych rozstawien dwu symboli w 2" wierszach tabelki.

T108¢ ta wynosi 3
A/n/ = 22 91/

Punkeja A/n/ bardzo szybko rofénie ze wzrostem n:

A/n/

4

16

256

65 536

4 294 967 296

18 446 T44 073 T09 551 616

% IR I - |

D e

J

Dla ilustracji wypiszemy wszystkie mozliwe automaty dla
D =4 3idlans= 2. Automaty zadawaé bedziemy w postaci wier-
8zy tabelki, okreslajgcych sygnal wyjsciomy automatu dla




kombinacji sygnaldéw wejsciowych wskazanej

u

(4
o

symbol na neJéciuj i a
lo! o
iofi
l1] 0
| |
[+] ]
| symbol na wejécin 1 | 1|01 ©
isynbol na wejsciu 2 | 1[ 1°i0 0
| A lolojo o
{ | {
! Az ! 0! 0!0 1
| A, i’o{cl1 0
x i ol
g Ag { ojl1f{0 o
‘: Ag oj1jo 1
| A, 0] 212 '3
l Ag 1{0({0 o
1
’ Ay 1/0{0 1
Ao 1{0/1 o
Ay, 1/0]l1 1
A, 1{1/0 0
i
,i Ayy i1 1]0 1
Ayy |1 1i1 e
Ass 1111 1
A 6/1/1 o0

Okaze sig, ze automaty takie, to
wyjSciu 1 jednym stanie wewnetrznym

znaczy binarne o jednym
mozone utozsamiaé z pew-
nymi wyrazeniami algebry logiki. Zanim to jednak nastgpi

gory kolumny
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to matematycznych.

7]

Musimy poznac kilka faktéw czy

4. Automaty logiczne i ich synteza

1. Logika matematyczna jest dzialem matematyki, operujacym
Nie na liczbach, a na zdaniach. Zdanie moze byé prawndziwe lub
Tatszywe tylko takimi zdaniami logika operuje/. Fakt prawdzi-
¥oSci oznaczymy przez "1, a falszu przez "O",

Podobnie Jak liczby w klasycznej algebrze zastgpuje sig sym-

bolami literowymi, tak i my zastgpimy zdania literami. Fakt,

%e jakies zdanie, ktdre oznaczymy przez A, jest prawdziwwe,
A =1

1 edpowiednio stwierdzenie, ze zdanie to jest falszywe przez
A=0

2. Majgc dane zdanie mozemy latwo utworzyé jego NEGACJE
Przez dodanie skowa "nie", na przyklad ze zdania "Pada
deszez® utworzymy zdanie "Nje pada deszcz". Oczywiscie, zda~-
die zanegowane jest prawdziwe wtedy 1 tylko wtedy, kiedy zda-
Ble proste jest prawdziwe i na odwrét.

Zdanie zanegowane oznaczaé¢ bedziemy tym samym symbolem co
2danie proste, ale z kreseczka u gdéry: "nie A" = X.

Wladciwosci negacji, jako funkeji mozna przedstawié tabel-
kg

oy

SEER e
1| >
o

o] ]

[y
o

Tabelka ta, zwana w literaturze "tabelg prawdy"™, pokazuje,
dla Jakich wartosci zmiennej A /w géranvm wierszu/ jej funkcja

A przybiera wartosci cdpowiednio O i 1.

Y. Funkcje negacji mégiby realizowac proScitki automat
b1ﬂarny, ktéry na wejsciu mialby sygnal odpowiadajgcy aktual-
Bej wartosci logicznej zdania A /prawda lub falsz/, a na wyj-

ek T dawalby sygnal bedgcy wartoscia logiczna zdania zanego-




T

wanego. Tabelks takiego auntomalu moze by¢ tabela prawdy dla
negacji czytanz z gory na dét /kolumnami
Automat taki nazwiemy negatorem i oznaczymy graficznie jak

na rysunku

A
A Lo IraLme BRys. 77. Negator

4. Jesli mamy dwa zdanlia, te mozemy tworzy¢ ich Kombina-
cje /bedace rdwniez zdaniami/ uzywajgc rézmych spéjnikdéw. My
rozwazymy tylko dwa spéjniki: "i" oraz "lub".

Jeéli dwa zdania polaczymy spdjrikiem "i", to zdanie zXo-
zZone, ktbére powstanie, bedzie prawdziwe wtedy i tylko wtedy,
kiedy obydwa igczone zdania bedg prawdziwe. Uwidocsnimy to

w postaci tabeli prawdy:

‘A %o;'1710|‘1§
%B o [o|1|1]
| T v 5 A R
f!A/\B"oioioixl

1}

¥ najnizszym wierszu tabeli uzyte oznaczenia, jakie przyj-
miemy dla operacji aczenia zdan spdjnikiem "i", mianowicie
bedziemy zapisywaé zamiast "A i B" A A B. Operacje te naz-
siemy KONIUNKCJA, a prosty automat, ktéry posiada dwa wejs-
cia i1 jedno wyjsdcie, na ktérym pojawia sie¢ 1 lub zero zgodnie
z przytoczong tabelks. nagwiemy koniunktorem. Rysunek 78

A

P

e

Rys. 78. Koniunktor

przedstawia symbol koniunktora.



5. Operacje aczenia zdan spdéjnikiem "lub”™ nazwiemy
ALTERNATYWS4. Zdanie zlozone powstale przy pomoey alternatywy
Jest prawdziwe, gdy chociaz jedno ze zdan skladowvch jest
Pramdziwe. Uzywajac dla alternatywy cznaczenia /%A Iub BY =
A V B/, zapiszemy wigc tabele prawdy, ktdora bedzie rdéwnoczes-
hie tabelkg dla automatu zwanego alternaterem /rys. 79/.

A
V AVS Rys. 79. Alternator
EesE——
B
A lo |1 3 S
B TR P S
i R A .
SR A S - g

IBST 1
L Oznaczymy literami nastgpujace zdania:

4 = "Lato nastepuje po wiosnie"

= "Wisla jest rzeka"

= "Trawa jest czerwona®

"Lipiec ma T2 dni"

= "Jakie to piekne"

Przypisadé poszczegélnym literom odpowiednie wartosci lo-~

5o Ow
"

giczne.
XXX
. 4'=1, Bai, =0, D=o.
0 zdaniu E nie mozna orzec, czy jest ono prawdziwe, czy
falszywe, zatem zdanie to nie moze by¢ zmienng logiczng,
Jest w pewnym sensie "symbolem nielegalnym"™, tak jak w
zZwykiej arytmetyce Bp.log/-3/.
Jezelil nie odpowiedziales$, musisz wroci¢ do poczgtku

tego rozdziatu i przeczytacé wszystko jeszcze raz.




P. Przyjmujgc,

przedniego
A, CAD, AAC, AAB, AABAC, AABAD, aVC, AVB, AVBVC
AVBVCVD, /AVEB/ A C.

XXX

0. A=0, CAD = 0, AAC = 0, AAB = 0, AABAC = ©

Do tego przypadku konieczne jest dodatkowe

je wiekezel ilosci wy=-

jedli mamy alternatywe lub Koniunkc
razow /zdan/., to operacje realizujemy kolejnc. W ostatnim
przypadku pajpisrw rozstrzygnglismy, ze AAB = 1, & naste-
pnie utworzylismy koniunkcje tego zdania ze zdaniem C:

U

/AAB/ A C = 0, poniewaz C
AABAD =1, AVC =1, AVB =1, AVBVC = 1,

1]
o

AVBEVc VD = 0, /AVB/AC

6. Zadapie testu wprowadzile nas w obreb ziozenych zdan,
bgdgecyveh skomplikowana kombinacjg zdad prostych, ick negacji
oraz alternatyx i koniunkecji. O prewidliocwosci lub falszu ta-

kich zdau najprosciej orzec kolejno wstawiajge wariosci 1

o
giczne poszczegdlnych zdau i poslugujac sig tabelami prawdy.
Jesli  nie ma nawiasdow, dzialtania te wykonuje sie w n
cej kolejnesci: najpierw wszedzie tam, gdzie wysigpujg zmie
ne negowane, wstawia sie /zgodnie z tabelka dla negacji/ za-
miast zer jedynki i odwrotnie. Nastepnie wykonuje sig¢ koniun-
keje, a dopiero na kodcu alternatywy.

TEST 2
P. Sprawdzié prawdziwosé zdan dla A = 0, B =1, C = £ i D= O
a/ aACVAABACVDAA

— s
v/ AV{BV ‘:}ACV(D/\C,‘:

¢/ AVBVDACA(AVBVC)

XXX

0. a8 - falsez, b ~ prawda, ¢ - prawda




Te 11 miares nieprzezwycigzone Kiopoty, wzglednie
e$li nie® rozwiazales poprawnie lLego z to dobrze

proznat sie 2z rozdzielem V.

irecza¢ Czytelnika mnozeniem coraz

bardziej skomplikowanych przykladow zdan ziozonych do sSpraw=—
dzania, gdyvz poedrecznik ten nie ma na celu nauki logiki mate-~
matveznej. Chyba jednak kazdy przyzna, ze takie sprawdzanie
Jest ucigzlise i nicciekawe, zwiaszcza, 2e po zakonczonej
lizie moze okaza¢ sie, 2e blgdnie okreslilismy wartos¢ lo-

Ktéregoé ze zdan prostych i calg zabawg trzeba zaczy-

haé od poczgtku.
Tymczasem mamy przeciez nasze automaty z rysunkow 77 , 78

i 7¢. Mozemy, traktujac te automaly jake ukiady, zbudowaé z
Qich system, ktory bedzie asutomatem binarnym o wejsciach od-

Powiadajgcyck zdaniom prosiym 1 wyjsciu odpowiadajgcemu war-

tosci logicznej zdania zlozonego.
Brzyvkiad 1
Zbudujewy system, ktory bedzie rozstrzygal ¢ prawidiowosci
Zdaniez zXozonego:
AVEVCADA(AVEBVAACAD

Konstrukcje syvstemu rozpoczniemy od narysowania odpowied-
niej liczby wejéé /rysunek 80 lewa strona/. Przy wejsciach

OZpnaczamy odpowiadajgace Im sygnaly/ /®artoscl logiczne zdan

zeodnie z kolejnoscly wykonywania dzia-

A,B,C,D/. hastepnie,

tan, konstruujemy najpierw negacjle, nasteonie koniunkcje 1

Swentnalnie wystepujace W nawiasach alterpatywy, & na kodcu
dlternatywy bez pawiasow.

Dokladne przesledzenie rysunku 80 pomoze C1 zrozumiel za-
Sady konstrucwania takich svetemow. Jesli przvktad ten oka-~
%zai sie za trudny, mozesz przeczytac tatwiejszy przyktad 2,
& nastepnie, po zrozumienliu metody konstruowania omawianych
Svstemow, jeszeze raz powrdeié do rysunku 80. Jedli jednak

% peini zrozumiales lLen przyktad, przystgp bezposrednic do

Zagan testu J.
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Pizvklad 2
" OYNIA0 <
Skonstruowat system rozsirzygajgcy ¢ prawdziwosci zdania
- \ 7 A i » \
AABVCA AV B/
Eonstrukc)e rozpoczynamy od realizacji wystepujgcych ne-
€acji. ¥ rozwazanym przykiadzie zanegowana jest jedynie zmien-
RNa A, wige wystarczy jeden negator polgczony z wWejsciem A

/rys. 81/.

Rys.81. Automal logiczmy /przykiad 2/

¥ drugiej kolejnosci realizujemy koniunkcje A B oraz wyste-
Pujgcg w nawiasie alternatywe A B. Wprowadzajac wynik dzia-
tania alternatora oraz zmienn3 C na wejscie koniunktora trze-
Clej warstwy, otrzymujemy drugs wystepujgcg w zdaniu koniun-
kcje. Wyniki obu koniunkeji wprowadzamy.na wejsScie alterna-
lora, uzyskujac warto$é odpowiadajgca wartosci logiczne) ca-
tego zdania zlozonego.

TEST 3 E ,
F, Narysowaé systemy pozwalajgoe oceniacd prawdziwosé zdan

a/, b/ i ¢/ testu 2/ str.
XXX
0. System dla zdania
a/ przedstawia rysunek 82, dla zdania

b/ rysunek 83, a dla zdania
¢/ rysunek 84 .




. 83. Automat logiczny /test 3/

. 84. Automat logiczny /test 3/




Jesli Ci sie to uda - mozesz czytac dalej

Mozesz rowniez poszukac odpowiedzi w literaturze.

"Teoria automatéw". Mozesz jednak po prostu

pr

swoim niepowodzeniem do porzadku i czytac dalej,

Jac de kornca rozdzialu nisjasne fragmenty, poniewaz

Godna polecenia jest tu zwlaszcza Ksigzka J.Bromirski

zejsS¢ nad

pomija-

dzial ten mozna traktowaé¢ nieco "nadobowiazkomo".

8. Dla automatow logicznych opis przy pomocy
niowej w sposéb jednoznaczny okresla strukture

automatu, mozemy wiec mowicé, ze funkcja zdaniowa

morficzny model automatu, podobnie jak dajacy sie

rzgdzic¢ graf automatu. Jest to,dodajmy, najelegan

Cszczedniejszy model.

9. Funkcije zdaniowe ,zdania ztozone, dajg <ie¢

cac¢ podobnie jak zwykle formuly algebraiczne, cho

€0 innych regut. Peoniewaz kazde) formie zdania
dzie odpowiadal pewien automat, bedacy systemem

Negatorow, koniunktordw i alternatordéw, zachodzi

tanie, czy ilos$é tych elementow, zuzyta do budowy

Wediug jednej formy funkeji zdaniowej, jest taka
1108¢ elementdw zuzyta do budowy automatu wediug

Ksztalconej/ formy funkcji zdaniowej.

Okazuje sie, ze ilosci te sg rozne, co wigcej,

Przeksztaicajgc funkcje zdaniowa mozna wielokrotin

S2y¢é niezbedns ilos¢ automatow - ukladiw

i

Problematvka wyboru funkcji zd onej., wymaga

i

11zacji w postaci systemu minimalnej 1ilosci element

S, :
f0zlegta 1 nawet przytaczanie tyvlko gotowveh rezul

roz-
funkcji
dziatanie
stanowl 1zo-
fatwo spo-
tszy 1 naj-
nrze = -
¢ wedlug nie
zt be -
z¥o2 2
A T«
sama jak
innej prze-
odpowiednio




jeloby zbyt wiele miejsca. Zainteresowanych odsylamy wige do
literatury, na przykiad do cytowanej juz wyzej keigaki
J.Bromirskiego. Tutaj, jedynie informacyjnie, przytoczymy
kilka nazw metod poszukiwania takiej mirnimalnej formy:
Caloksztalt teorii metod przeksztalcen formui logicznych
/w tym i interesujgacych nas funkcji zdaniowych/ nosi nazwe
algebry Boole ‘a. Stosujac metody tej algebry, mozemy poszu-
kiwaé sposobu przeksztalcenia zlozonej 1 wymagajgcej wielu
elementéw funkcji zdaniowej do postaci prostszej i tanszej
w realizacji. Metoda ta jest jednak zmudna i malo efektywna.
Do znajdowania bezposSrednio minimalnej formy funkcji zdanio-
wej siluza diagramy Veitha i matryce Karnaugha. Metody te sg
wygodne, o ile zdanie zlozone nie skXada sie¢ z wiecej niz 6
réznych zdand prostych /automat ma nie wigcej niz 6 wejsé/.
Dla bardziej rozbudowanych form istniejg metody zwigzane =z
nazwiskami Qulne'a i McCluskey 'a. Przeglad ten nie jest by-
najmniej peilny, lecz sgdzimy, Ze zainteresowany /i odpowie=
dnio przygotowany/ Czytelnik w razie potrzeby dotrze i do po-

zostatych metod.

10. Nastepnym problemem, jaki nasuwa sig¢ przy studiowaniu
zagadnien automatéw logicznych, jest problem ilosci elemen-
téw /automatdéw - ukladéw/ niezbednych do skonstruowania kaz-
dej, dowolnej funkcji zdaniowej. Dotychczas uzywalismy trzech:
negatora, koniunktora i alternatora. Okazuje sie, Ze mozna
swobodnie z jednego z tych elementdw zrezygnoﬁaé, gdyz w al-
gebrze Boole a istnieja tzw. prawa de Morgana:

VB = AAEB /92/

AAB=AVE /93/

>
-]

Prawa te mozna odczytaé nastepujaco: zanegowana alterna-
tywa rowna jest koniunkecji zanegowanych zdan, /prawo 92/,
oraz zanegowana koniunkcja réwna jest alternatywie zanegowa-
nych zdad /prawa 93/.

Praw tych nie bedziemy wyprowadzali, tylko je po prostu
sprawdzimy :




Mozliwe sg cztery kombinacje wartosci zmiennych A i B:

00, 01, 10, 11. Jesli we wszystkich powyZszych kombinacjach
martosé logiczna leme stLrouy np. wyrazenia /S2/ bedzie réw-
na wartosci logicznej prawej sivrony, ‘L0 wyrazenie to bedzie
zZawsze prawdziwe ,/w logice wvrazenie takie nazywa sig tauto-
logia

Sprawdzamy: dla 00 lewa stirona ma wartosé 1 1 prawa 1,
Ula 01 lewa strona ma wartosé O i prawa 0, dla 10 lewa 0 i
brawa O, oraz dla 11 lewa O i prawa O. Analogicznie mozna
Sprawdzié wyrazenie /93/., Jak z tego wynika mozliwe jest za-
stgpienie koniunkcji przez alternatywg 1 negacje lub alter-
Natywy przez koniunkcje 1 negacje, zatem do zbudowania dowol-
Zej funkcji wystarcza koniunkcja i negacja lub alternatywa
i negacja. Warto jednak dodaé, ze zmniejszenie asortymentu
©lementdw prowadzi zwykle do zwigkszenia ich ilodci ponad te,
Jaka bylaby konicczna do budowy systemu 2z wszystkich trzech
Uktadow.

11. Skoro mozna zbudowaé funkcje z dwu typow elementow,

‘0 warto zastanowié sie, czy 1stnieja elementy tylko jednego
ypu /peina inifikacja/, z ktdrych mozna by zbudowac¢ funkcje.
Rozwazania prowadzace do odpowiedzl na to pytanie sa dosé
2tozone, ale odpowiedz jest twierdzgca: owszem, istniejg
Qutomaty, z ktérych mozna zbudowadé dowolng funkcje zdaniowg
U2vwajgc wylacznie elementdw jednego typu. Automaty te juz
Poznalismy uprzednio, lecz wéwczas nie znalismy ich znacze-
Nia. S to mianowicie automaty Ag i A,, 2 tabeli na str.
Automat A, nosi w literaturze miano modulu Peirce 'a, bywa
Ydwniez n;zywany NOR od angielskich stow NOt OR, gdyz auto-
Bat ten odpowiada zanegowanej alternatywie, zas automat Ay
Dazywany bywa modulem Sheffera lub NAND od Not AND.

Kazds funkcje zdanliowg mozna wige zbudowaé z samych N O-
E0wW 1ub z samych N A N D 0 %, aczkolwiek wymaga L0 pew-
Qe j zrecznosgci. Mozna by ponownie postawié zagadnienie mini-
Maljzacji. czyli poszukiwaé postaci funkcji zdaniowej, pozwa-

133&ce3 na realizacje systemu przy uzyciu najmniejszej 1loscil




o
2
(vs}

NOROW lub NAND O W. Nie bedziemy sie jecnak zagad-

nieniem tym zajmowac.

12. Dotychczas poznalismy metody real

stemu negatordw, koniunktordw i aliernatorow dowolnej ® za-
sadzie funkeji zdaniowej, kidra, Jjak wiam) meze byé inter-

iretowana jako izomorficzny automatu.
B d 3

W wigkszoSci przypadkéw, kiedy w praktiyvce do czynie-
nia z konieczpnosScig budowy automatu, wymagania co dg jego
dziatania zadane sg nie w postaci funkeji, a w postaci opisu

stownego. Na przyvklad chcemy, aby automal 0 LIz a
odpowiadal sygnatem "1" na wyjsciu wtedy 1 tylko wtedy, gdy
na wszystkich trzech wejsciach pojawig sie¢ jednakowe sygna
/Same “0" lub same "i"/.

13. Przedstawimy /bez podawania wyprewadzen teoretycznych
metode budowania funkcji zdaniowej dla tak postawionego- za-
dania. Najpierw sporzadzimy tabelke, w ktorej uwidocznimy
wszvstkie mozliwe stowa wejsciowe automatu /bedzie ich oczy=-
widcie przy n wejsciach 25, a w naszym przypadku 8/, i dla
kazdego slovwa wejsSciowegs na podstawie siownego opisu ustali-
my stowo wyj$ciowe. Dla rozwazanego wyzej przykladu tabelka

ta bedzie miala postaé:

1 il 1
A 11| o s ol sl ol 1] o0
1l 1]o o 1|1} o0l o
c 1 | 111 | o | o o C
e T —
wyjscie | 1 J ojo o] o l o] o] 1

Na podstawie takiej tabelki moZemy przystgpic do konsiruo-
wania funkcji zdaniowej. Wybieramy z tabelki kolumny repre-
zentujgce sitowa wejsciowe, dla ktdoryvch wyjscie automatu prazy-
biera wartosé "i".

Dla rozwazanego przykladu sg to kolumny pierwsza i ostat-

nia. Nastepnie tworzymy koniunkecje wszystkich wejsc /dla



imny

automatu

Leza
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TEST 4
P. Sprawdzié metoda podstawiania wszystkich S mozliwych kom-

binacji trzech sygnalow binarmnych, ze wystgpujgce formuly

funkcji zdaniowych sa rdéwnowazone:
a/ AABACV RABAT 2 (avBVE)A(avBVT)A(EVEvVC)A

A(Kv ﬁve)A(Av §VC)/\(§VBVC)

2

b/ AVBVC
VAIABAC

—
e

Obie formuly sg rdéwnowazne, co dowodz: postawionej w pun-
kcie 9 tezy, ze odpowiednie przeksztalcenie funkcji zda-
niowej moze prowadzié do uzyskania jej postaci minimalnej,
oraz, ze proces ten jest wysoce opiacalny.

Zbudowaé automat, ktéry dawalby sygnal "1" na wyjsciu
wtedy 1 tylko wtedy, gdy wiekszos$é z trzech sygnaldw
wejsciowych jest rowna "1".

XXX
Tabelka ma postaé:
A 0 i 1 0 i 0
B (0} p | i 0 0
1 1 0 o 0 0
wyjscie 1 1 i 0 3 0 0 0

Odpowiadajgca jej funkcja wynosi:

AABACYV AABAC V AABACYVY AABAT

a schemat automatu przedstawia rysunek 86.
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Rys. 86. Synteza automatu /test 4/

L. Automaty probabilistyezne

1. Wszystkie dotychczas omawiane automaty miaty wspolng
eeehe kazdorazewo zesp6t: siowo wejsciowe + aktualny stan
Pernj okreslat stowo wyjsciowe i nowy stan. Zaleznosci te
byzy zdeterminowane funkcjami i . Nie mogly si¢ one zmie-
niaé. mozna powiedzieé, ze automai nie mial wyboru i musial
Y2iaza¢ sztywno. Nie jest to jednak wiasciwosé wspélna wszyst-
kin automatom, gdyz automaty, ktérych zachowania nawel przy
*Majomosci sekwencji siéw wejséciowych nie da sie przewidziec.

2. Gdyby zachowanie takiego automatu nie podlegalo zupel-
e zadnym ograniczeniom, byiby to jednak po prostu genera-
tor Sygnaldéw przypadkowych, a wiec twdér nieinteresujacy.

Zajmiemy sie wiec przypadkiem posrednim: automatem, kidry
“aje siq opisaé przy pomocy pewnych prawdopodobiensiw zalei-
i¥eh od stéw wejsSciowych i standéw wewnetrznych.

Dokladniej kazdemu slowu wejdciowemu i stanowi odpowiada

°kreSlony rozklad prawdopodobienstwa siow wyjsciowych.




Przvkiad 1
Niech automat posiada 3 siowa wejsciowe, 2 siany

Iowna

o
o
'
®

wyjsSciome., Dla kazdego zestawu stowa wejsciomego 1 stanu be-
dziemy mogli okresli¢ prawdopodobienstwa wysigpienia wszyst-
kich sibéw wyjsSciowych. Na przykiad mozemy przyjaé, ze dlia
trzeciego stowa wejsciowego i drugiego stanu, prawdopodobien-
stwo pojawienia sig pierwszego siowa wyjsciowege wynosi 0,5,
stowa drugiego -0,3, trzeciege -0,1 i slowa czwartego tez O0,1-
W tej sytuacji nie wiemy jak zachowa sie automat, zpajdu-
jacy sig w drugim stanle, pd nadejsciu trzeciego siowa wejs-
ciovego, mozemy stwierdzié jedynie, Ze najprawdopodcpniej

pojawi sie slowo pierwsze.

3. Automaty probabilistyczmne rdwniez opisuje sig tabelks,
jest ona jednak duzo wieksza niz w rozpatrywanych uprzednio
automatach zdeterminowanych. Musi zawierac¢ tyle samo wierszy
co tabelka automatu zdeterminowanego, to 2naczy przy n wejs-
ciach, 1 literach alfabetu wejsciowego oraz p stanach p . 158
Zamiast jednak dwu kolumn /jednej dla nowego stanu 1 jedne}
dla stowa wyjsciowego/ musi ona zawieraé¢ tvle kolumn, ile

jest stow wyjsciowych i standw wemwnetrznych lgcznie.

Przykiad 2

Rozwazmy automat z poprzedniego przykiadu, zakiadajgc, ze
ma on stowa wejsciowe A, B 1 C, stany wewnetrzpe Si1 i S2 i
stowa wyjsdciowe oo, o0x, x0 i XxxX.

Narysujemy tabelke opisang w punkcie 3, wpisujac na prze-
cigeciu wierszy i kolumn wartosci prawdopodobiensiw wystapie=
nia odpowiednich sidw lub standéw /zgodnie z napisem u szczy-
tu kolumny/ przy wystapieniu stowa wejsciowege i stanu wew-

netrznego odpowiadajgcego wierszowi tabelki
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tan X
wewnetrzny X
A
- Si ), 4 i y e 0,¢€ 0,2i/0,8
r X * ™
B S1 0.4 . | 4 v} , 9,170,9
A
C S , o ( 0,5 SRR T i 1
a S2 20 ¢,0 4 1,510,5
s2 X 0,5 i, 1 0,1 ),3 + 0,2/0,8
) 0, ‘
P X a a A 2
C s2 > 0.5 0,3 a1 [10y1 7 0,4]0,6
A ]

ana w pierwszym przykta-

n

Latwo sprawdzimy, ze syvtuacja opi
dzie odpowiada ostatniemu wierszowi tej tabelki.

4. Uwazny Czytelnik zauwazyl juz zapewne szczegolng wias~
Ciwos¢ liczb wypelniajgcych tabelke: ich suma W kazdym odcin-

Ku wiersza réwna jest jednosci. Musi tak by¢, poniewaz na
Przyktad cztery pierwsze liczby pierwszego wiersza odpowiada-

Jg prawdopodobienstwom pojawienia sig cdpowiednich siow wyjs-

Clowych po pojawieniu sie sygnalu A przy stanle wewngirzn

S1, a przeciez j a k i e § slowo musi sig¢ pejawic, Wlgc su-

ma prawdopodobienstw musi rowna¢ sie jednosci. Podobnie =u

i drugiego stanu

Prawdopodobienstw wystgpienia pierwsze
/0,2 i 0,8 w pierwszym wierszu,/ musi by¢ rownma 1.

5. Automaty, ktérymi dotychczas zajmowalismy Sig mozZna
réwniez przedstawié w postaci podanej wyzej tabelki,

Fej wierszach zawsze tylko jeden element dla siow wy)

1 Jeden dla standéw byiby réwny jedneSci, a Ws
te bylvby zerami.

8. Algorvtmy

B

i. W kazdym systemie sterowania zbiera gig, przetnarza

pole
;

Radaje informacje. Przetwarzanie informacji

haniu pewnvch operacji ® okreslonej kolejnosci.W wynikn wvko-

ne tat lub rozmigzan

ania ciggu operacji otrzvmuje sig¢ rezul




Ciggi czynnosci przedstawia sie w tzw.

yce przyjmuje sie, ze algorytm jest sScisiyn

o

lajgcym proces obliczeniowy i prowadzg
zmienno$é danych wejsSciowych do poszukiwanegoe wyniku., Sci
deTinicja algorytmu jest trudna do sformutowania.

Operacje wystepujace przy przetwarzaniu informacji w sy-

sytemach zarzadzania 1 sterowania mozna podzielid na dwie

klasy:
operacje arytmetyczne,
operacje logiczne.
Przy przetwarzaniu informacji operacje arytmetyczne i lo-

giczne uklada sie w Scidle okreslonej kolejnosci.

2. W cybvernetyce algoryim nazywa sie zbidr regui,

cji, opiséw kolejnych czynnosci lub ograniczeid, ktére
laja porzgdek wykonywania poszczegdélnych operacji = celu
otrzymania pewnego wyniku.

Inaczej méwige algorytm jest zbiorem opisdéw prostych kro-
kow i Scistych regul ich wykonywania. Jesli w rezultacie za-
stosowania danego algorytmu do jakiegokolwiek obiektu, na
podstawie zbioru danych wejsSciowych otrzymuje sie rozwigza-
nie, to uwaza sie, ze taki algorytm jest odpowiedni dla tego
*biektu.

Definicja powyzsza jest bardzo ogélna, ale dzieki temu
mozna traktowa¢ jako algorytm zardwno wzor matematyczny, re-
cepte produkcyjng lub instrukcje obsitugi jakiegos sprzetu,
Jak 1 na przyklad program rozwoju organizmu zawarty w kodzie

genetycznym,

TEST

P. Jak okresla sig pojecie algorytmu w cybernetyce?
XXX

0. Algorytm jest to zbidr regul, instrukcji, opiséw kolej-
nych czynnosci lub ogranmiczen, ktdére okreslaja porzadek

wykonywania poszczegdlnych operacji w celu otrzymania




L :'UJ.'A(’[I"J

Gz 1o ivoch dodatniz a 1 b. Algorytm
"
ter

aje
: 4
od
- 1 3 ad sraarat 4 2 A
1) 13 04d pierwsze]j 1 porowna) dwie licz-~
14 ~d ra A% N ine 1l p)
Y CQJE roznicg. rrzejdz do instrukcji 2.
™ .
- i
' Znalezd jn ¥Spolny algorytimu Euklid 3
ila 1i 12 1 15
XXX
0. 1
] > i o nlr X 1 kY 2
13 yzanie jaki okolwiek zadania dza sie do
ial ¢ tvezr Lo odpow




236

nazywa’sie¢ $lepymi zaulkami. Labirypt geomeiryczny ma postac
systemu két A,B,C,D,..., wyebrazajacych pola, potgczomych od-

cinkami linii prostych, przedstawiajacych korytarze /rys.37/

Rys. 87. Labirynt skonczony

Pole Y mozna osiggnagé z pola X, jedli istnieje droga wiodgca
przez posredniczace korytarze i pola z X do Y. Przy tym X

i Y mogg byé albo sgsiadujgcymi polami, albo szeregiem sasia-
dujgeych pdél; X, Xl. X2, Saals Xn' ) -

Jedli pole Y w ogdle jest osizgalne z pola X, to jest ono
osl ggalne prostg droga /bez petli/. Na prostej drodze kazde
pole wystepuje tylko raz. Np. jedng z prostych drdg z punktu
B do K jest BDHK.

Pole N jest nieosiggalne z punktu B.

TEST
P. Podaj przyklady arytmetycznych i logicznych algorytméw,

XXX
0. - Algorytm Euklidesa
- Algorytm poszukiwania drogi w skondczonym labiryncie.




kich symboli, ktdore w

Niech alfabet, nad ktorym okreslimy

l1i A,B,C,D. Regulg postepowania

nysigpuje

jednakovych symboli, to nalezy

ze siowa t

(=4
w
=
(e}

J
jesli natomiast wystepuje nieparzysta ilosé
symboli, to nalezy za kazdy symbol tej nieparzyste r

J
stawi¢ symbol wystepujgcy w alfabecie wczesniej, np. za DDD

podstaw CCC itp". Rozwazymy efeki dzialania tego algorytmu na
siowa: DDCBADABBBCD i AABCCCCDBCEBA.

Zaczynajgc od lewe,

.
[
¢
o
=]

D

pajplerw usuwamy z plerwszego
siowa grupe DD, nastepnie zamieniamy C na B, usuwamy grupe
BB itd. otrzymujac kolejno:

CBADAEBBCD BBADABBBCD ADABBBCD ACABBBCD ABABBBCD AAABEBC
AAAAAACD CD BD AD AC AB AA i na koniec slowo catkowicie zni-
kto. Postepu

BCCCCDBCBBA ACCCCDBCBA ADBCBBA ACBCBBA ABBCBBA ACBBA ABBBA

podobnie z drugim siowem otrzyma

AAAAR
AAAAA.

Tym razem siowo nie zniklo, ale postepowanie nasze
nie

®
w
P
D
=
N

zakonczone, po waz stowo,ktore powstalo, nie daje

zgodnie z przyjetymi regutami przeksztalcid.

3. W przykladzie 1 zastosowalismy pewien sposdéb stosowa-
nia regut algorytmu nad alfabetem: majgc siowo poszukujemy,
poczynajge od lewej strony, pierwszego zespolu symboli, jaki
moze byé przekszialcony przyv pomocy regul algorytmu. Taki
pierwszy zespc¢l nazwiemy pierwszym wchodzeniem algorytmu.

Dokonujemy przeksztaicenia plerwszego wchodzenia i otrzvr

-

nowe siowo. W tym siowie ponownie poszukujemy pilerwszego

4. W algorytmach, nie tylko w algorytmach pnad alfabetem




mamy do czynienia z pewnymi kategeriami. Na

rytmie z przykladu kategoriami byly "parzys

kowvch elementdéw® i "nieparzysta ilesé jedn
Ogoélnie K AT EG OR I 4 nazwiemy zbidr wszystkich zespo-

16w symboli alfabetu, ktdére podieg przeksztalceniom zgod-

nie z Jedng regulg algoryimu.

Przvkiad 2

Gramatvka dowoclnego jezyka jest pewnym pozwa~-

abola

lajacym na tworzenie ze zbioru symboli alfabetu /
tymi sa slowa/, zespoidw symboli /fraz, zdan, wypowiedzi/
Kategorig dla tego algorytmu sg np. zeczowniki, przymiotniki
itp. Algorytm ten jest bardzo skomplikowany 1 zawiera wiele
zakazéw szczegolowych powedujacych, ze nie kazde wyrazenie
#typu "przymiotnik + rzeczownik + czasownik"

powiedzig. /Pordwnaj: "Maly kotek idzie" z

odpoczywa"/. Podobng strukture¢ maja gramat

zykéw, sluzgcych do programowania maszyn cyfrowych,

jak ALGOL, sg to jednak twory prostsze 1 bardzie] s

gicznie, a wigc latwiejsze do zinterpretowania jako

n

S. W przyktadzie 1 tak sie szczesliwie zlozylo, ze proce
przeksztalcania sidéw skoriczyl sig po skodczonej ilosci zasto-
sownan algorytmu. Tak byé wecale nie musi, gdyz wystarczy wzigc

pod uwage prosty algorytm nakazujgey podstawic za A B, a za
B A, by to "chodzenie w kolko" nie miaio koilca.

Aby tego unikngé, poprawnie zbudowany algorytm powinien
zawieraé¢ operacje korcowe, po ktérych wykomaniu przerwany zo-

staje tok dzialania algorytmu.
Przvkiad 3

Niech algoryimem naszym bedzie nastgepujgcy zbidr prawidekl:
literami alfabetu niech bedg A B 1 C., Jesli w siowie wyste

zastgpic¢ pojedynecza 1li-

[
@
N
e
]

Je grupa liter jednakowych, na
terag /taka sam3/, gdy natomiast litery sg rowucv, nalezy doko-
nywaé zamiany cyklicznej w grupie: A BC,BC A, C A B ...

AAABCCCABC

Przeksztalcidé siowo:
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n

dla dowolnego n = 1,2,3, ... okreslié, czy réwnanie b G
= r®? posiada rozwigzanie bedace ‘liczbami paturalnymi. Dla
konkretnych wartosci n to zadanie moze by¢ rezwigzane. Pray

n = 2 mozna dobraé trzy liczby /x = 3, y = 4, z = 5/ speinia~-

jgce to rdéwnanie.

Dla n = 3 zostalo dowiedzione, Zze 1o rownanie nie ma rozwig-
zal % liczbach naturalnych. Dowdd ten jednak rnie jest odpowie-
dni dla innych n. Opis kolejnyeh czynnosci potrzebnych dla
rozwigzania konkretnego zadania nie jest nazyvwany algorytimem.

3. Wiasnoéé rezultatywnosci. Algorytm, zastosowany do do-
wolnego zadania okresdlonej klasy, po skonczonej liczble kro-
kéw powinien doprowadzi¢ do zatrzymania operacji. Po zatrzy-
maniu ctrzymujemy wynik. Te¢ wlasnosS¢ nazywa sié niekiedy
ukierunkowaniem algorytmu. Np. jesli zastosuje sie algorytm
Euklidesa dla dowolnych dwdch liczb alk.i, b 2,1, to wczed-
niej lub pdéfniej nasigpi zatrzymanie pracy algoryimu i zosta-
nie znaleziony najwiekszy wspélny dzielnik.

Algorytm poszukiwania w dowolnym i doweclnie z}ozonynm,
skofczonym labiryncie musi doprowadzi¢ de zatrzymania. Wediug
tego na jakim polu nastgpilo zatrzymanie, mozna przeprowadzié
dowdd, czy poszukiwane pole jest osiggalne z pola startowego.
Formalnie mozna stosowaé¢ algorytm Euklidesa dla dowolnych
liczb calkowityech a ),0, ) 2,0, a takze dla liczb ujemnych.
Mcze sie jedrnak wtedy zdarzyvé, ze nigdy nie nastgpl zatrzy-
manie procedury algorytmicznej. Np. przy a = 0, b = 6 /naj-
wigkszy wspdlny dzielpik rdéwny 6/, stosujgc instrukcje 1-5,
otrzymamy pary: ¢, 6; 0, 6; 0, 6; ... i tak de nieskonczo-
nosci.

Z wtasnosci rezultatywnosci algorytmu wpiywa pojecie obszaru
odpowiedniosci algorytmu. Jest to najwiekszy obszar /zbidér/
poczgtkowych danyeh, dla ktdérych algorytm jest rezultatywny.
Jedli warunki zostaly wziete z obszaru odpowiednio$ci, to
algorytm przetwarza warunki w rozwigzanie zadania i1 nastgpu-
Je zatrzymanie z wydaniem wynikdéw. Jesdli jednak poczatkowe

warunki mieszczg sie w obszarze odpowiedniosci, to albo







/parametru/ proceséw technologicznych, okreslone stany obiek-
tow- sterowania, konkretne sytuacje przemysitowe, litery alfa-
betu jakiegokolwiek jezyka, cfyry, rysunki itp. Mozna rozpa-
trywaé alfabet abstrakcyjny, ktérego literami sg cale siowa
tego lub innego jezyka. Podstawowe ograniczenie, nakladane
przy okreslaniu, polega na tym, zeby alfabet byl skonczony,
tj. zeby skladal sie ze skonczonej liczby liter.

Siowem w alfabecie abstrakcyjnym jest dowolny skorliczony,
uporzgdkowany szereg liter. Np. w alfabecie A = A/Xx,y/, skXa-
dajgcym sie z dwéch liter x i y, dowolne szeregi x, xy, vyXx,
XXXyY, .. 8§ s8lowami. Diugo$¢é slowa zalezy od.liczby liter.

Précz sidéw okredlonej dlugosSci /nie mniej niz jedna lite-
ra/ dla uogélnienia celowe jest rozpatrywaé tzw. slowo puste,
nie zawierajace ani jednej litery. Dla oznaczenia pustego
siowa mozna uzyé litere O lub na ocdpowiadajgcym mu miejscu
nie zapisywaé zadnej litery. 2

Alfabet rozszerza si¢ przez wlgczanie w jego sklad nowych
liter. Przy tym pojecie siowa moze si¢ istotnie réiznié. Np.
wyrazenie 32 + 45 przedstawia dwa slowa /32 i 45/ w alfabe-
cie A, zlozone z 10 cyfr poiaczonych znakiem +. Te wyrazenie
mozna jednak rozpatrywaé jako jedno slowo w rozszerzonym alfa-
becie A, kidre otrzymalo si¢ przez przylaczenie do niego mo-
wej litery - .

2. Alfabetycznym operatorem lub odwzorowaniem nazywa sie
kazdy sposdb ustalania odpowiedniosci pomiedzy pordéwnywanym
siowem w okreslonym alfabecie,a siowa w tym samym lub jakims
innym alfabecie. Pierwszy alfabet nazywa sie przy tym wejs-
ciowym a drugi wyjsciowym alfabetem danego operatora. Jefli
alfabety wejsciowy i wyjsciowy pokrywajg sie /zgadzaja sie/,
to operator alfabetyczny jest zadany w zgodnym /odpowiednim/
alfabecie. Bedziemy rozpatrywa¢ jednoznaczne operatory alfa-
betyczne tj. takie ktére przyporzadkowujg kazdemu siowu w
wejsciowym alfabecie /stowu wejsSciowemu/ nie wiecej niz Je~-
dno siowo w wyjsciowym alfabecie /slowo wyjsciowe/. Jesdli
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alfabetyczny operator nie przypisuje danemu wejsciowemu stowu
R zadnego wyjSciowego slowa /w tym rowniei pustego/, to mowi

si¢, ze nie jest on okreslony dla tege sliowa.

3. Polem okresloncsci alfabetycznego operatora nazywa sie
zbidr wszystkich slow, dla ktérych jest on okredlony. W ten
sposob pod pojeciem operator alfabetyczny bedziemy odtgd ro-
zumieé¢ jednoznaczne, Scifle okreslone odwzorowanie zbioru
s¥ow wejsSciowego alfabetu operatora w zbidr siéw e jego alfa-
becie wyjsciowym. Operatory alfabetyczne nie mogg byé stosowa-
ne dla wszystkich siow, dlatego zawsze mozna uwaza¢, ze alfa-
bet wejsSciowy i wyjsciowy operatora odpowiadaig sobie. W tym
celu wystarczy ujednolicié¢ wejsciowy i wyjsciowy alfabet da-
nege operateora w ogolny alfabet A.

Jednymi z prostszych operatorow alfabetycznych sg takie,
ktére realizuja odwzorowania literowe. Kaida litera x wejs-
ciowego sltowa R zoszaje zamieniona odpowiednig literg y wyjs-
ciowege alfabetu. Takie odwzorowanie nie zaleiy od struktury
wejsciowego stowa R i w pelni okredla sie zadaniem odpowie-

4

dniosci miedzy literami wejsciowego i wyjsciowego alfabetu.

4. Wazng postacig odwzorowania jest tzw. odwzorowanie ko-
dujace. Przy prostym kodowaniu siowa w alfabecie A koduje sie
Stowami w drugim alfabecie B w nastepujacy sposéb: kazda li-
lera a, alfabetu A wigze sie z pewnym skolczonym szeregiem

i
liter b, , b, , ees, bi w alfabecie B. Ten szereg nazywa sie

Ay 23 k
kodem odpowiedniej litery. Réznym literom alfabetu A powinny
odpowiadaé rézne kody.

Odwzorowanie kodujgce siowa B realizuje si¢ przy zamianie
wszystkich jego liter odpowiednimi kodami. Przy tym otrzyma-
By pewne srowo w alfabecie B, nazywane kodem wejsSciowym sko-
wa B. Jeden a podstawowych warunkow polega na tym, ze odwzo-
rowanie kodutjgce powinno byc¢ odwracalnme. Inaczej mowigec powi-
nien byé speiniony warunek wzajemne] jedneznacznosSci odwzo-

Towania keodujgcego.




Jasne jest, ze speinienie warunku, zeby I

réozne kody, jeszcze nie zapewn

owania. Przyjmijmy, 2e np. literze a,

a, - kod bb. Woéwczas kod bbb moze W

zaréwno slowu aya,, Jjak i siowom &,a,a

a,8,.
171

Po to aby kodowanie byio odwracalne niezbedne jest spei-

dwoch nastepujgacych warunkéw:

réznych liter wejsciowego A D bvd
2/ kod dowolnej litery alfabetu A pokry-
z zadnym z odcinkdéw kodow alfabe-

Poczgtkowym odcinkiem siowa

r - dowolne sXiowo /w i

ze siowo g = b

pokrywac

im od

o

trzymujemy kod g

samo

iitere

nazywa si¢ normalnym.

mozna sprowadzi¢ badanie dowolnych by
ocdwzorowan do odwzorowan alfabet ch w wyb W slo

ndardowynm.

oraz 1.

(1]
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wo L wchodzi w stowo M, inaczej mdwigc wysiepuje zachodzenie
stowa L na M.

Np. siowa ab 1 ¢ d a b a.

Zachodzenie w ogélnym przypadku meze byé wielokrotne:

dad bdbdadadbd

2. Przeksztalcenie sidow w abstrakeyjnym alfabecie opisuje
sie pewna procedurs, ktdra daje moznos¢ otrzymywania ze skdw

zadanych, siow nowych.

TEST
P. Czy w stowach tor i kanter wystepuje zachodzenie?

XXX
-~ 0. Tak.
Niech w pewnym alfabecie bgdzie zadany skonczony uklad do-
puszczalnych podstawien:
L-M; S-Rj o0 U =1V,
gdzie L, M, R, S, ... U, V - slowa w tym alfabecie.

Dowolne z zadanych podstawien mozna przypisaé pewnemu
stowu P tego alfabetu. Jedli np. stowo P raz lub kilkakret-
nie wchodzi siowo S, to dowolnme z tvch zachodzen mozna za-
mienié na stowo R i na odwrét, jesli wystepuje zachodzenie
slowa R, te mozna je zamieni¢ na slowo S. Dla stowa a b ¢
b ¢ b ab podstawienie ab - bcb mozna zrealizowaé czierema
gposobami. Zamiana kazdego z dwéch zachodzen b ¢ b daje
stlowa a.abecbababcabab, a zamiana kazdego z
dwoch zachodzen ab daje slowa bc bc bcbab, abeh
¢cbbo b.

Dla siowa b a ¢ b podstawienia ab - dcb nie mozna przy-
pisaé, poniewaz do niego nie wchodzi ani ab, ani deb. Je#
61i do otrzymanych nowych sléw przypisze sie inne zadane
podstawienia, to otrzyma sie¢ inne nowe slowa itd.

3. Rachunkiem }jcznym nazywa sie zbidor wszystkich sidw
w danym alfabecie razem z ukladem dopuszczalnvch podstawien.

Okreslié rachunek laczny - znacsy-okreslié alfabet i ukltad
podstawien.
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4. Przyleglymi nazywa sie dwa slowa P1 i P2 w okreslonym
rachunku Igcznym, jesli jedno z nich moze byé przeksztalcone
na drugie, jednokrotnym przypisaniem pevwnego dopuszczalnego
podstawienia.

5. Dedukcyjnym lancuchem prowadzacym od siowa P do stowa
Q nazywa sie szereg sidéw P, Pl’ Pz, eoey Q, jesli kazde =z

dwoch obok siebie stojgcych sidw tego lancucha sg przylegie.

6. Réwnowaznymi nazywa sie dwa siowa P i Q, Jjesdli istnieje
tafdcuch dedukcyjny wiodacy od stowa P do slowa Q.

Do oznaczenia stosunku réwnowaznosei stosuje sie taki sam
znak jak w rachunku zdan: P~- Q. Poniewaz dopuszczalne pod-
Stawienia mozna dokonywaé w obie strony, siuszne Jest, ie
/P~ Q/, /@~ P/.

Przyklad
Zadany rachunek lgczny:

/a, b, ¢, d, e/ - alfabet;

ag - ca
ad - da
be - cb
bd - db
abac - dba
eca- ae
edb - be

Stowa abcde i acbde przylegaja w iym rachunku, poniewaz
Siowo abcde przeksztalca sie na achde Jednym podstawieniem
be - cb. Stowo aaabb nie ma sidw przylegiych - do:niego nie

mozna przypisaé ani jednego podstawienia.

tabde, cadbe, cadedb, stowa abecde i cadedb 83 rdéwnowazine.

1
~N
o
=
(=}

2

downie Zancucha dedukcyjnego kolejno zastosowano 3,
1, 4 i 5 podstawienie.
7. Rachunek }aczny mozna pordéwnaé z pewnym nieskonczonym

labiryntem. Kazdemu s}owu pewnego alfabetu mozna przyporzgd-
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kowaé okreslome pole labiryntu. Labirynt bedzie nieskonczony,
poniewaz z liter danego alfabetu abstrakcyjnego mozna zesla-
wié nieskoriczong liczbe sidw. Dowolne dwa pola tego labiryntu

odpowiadajgce przylegajacym stowom polaczone sg korytarzem.

Réwnowaznosé siéw P i Q oznacza, ze W zbudowanym W taki
eposéb labiryncie pole odpowiadajgce stowu Q jest osiggalne

z pola odpowiadajgcego siowu P.

TEST
P. Co to jest rachunek Izczny?

XXX

0. Jest to zbiér wszystkich siéw w danym alfabecie razem

z uktadem dopuszczalnych podstawien.

€. W pewnych przypadkach celowe jest rozpatrywanie specjal—.
nego rodzaju rachunku gcznego, Kiory okresla sie alfabetem
i ukladem ukierunkowanych podstawien postaci R —= S. Strzalka
oznacza, ze podstawienie jest mozliwe tylko 2 lewej w prawa
strone, tj. mozZna zamienié R na S, lecz nie i na odwrét. Po-
dobny rachunek gczny odpowiada nieskoniczonemu labiryntowi,

w ktorym kazdy korytarz mozna przechodzié¢ tylke jeden raz, w
jedopym kierunku.

Oczywiscie w takim rachunku gcznym 2z réwnowaznosei P~ Q nie
wynika, ze Q~~P.

9. Problem siéw dla dowolnego rachunku igcznego okrefla
sie nastepujgco: dla kazdych dwoch sidw w danym rachunka na-
lezy ustalic¢ czy sg one rownowazne, czy nle. W takim vjeciu
problem jest réwnowazny z problemem osiggalnosci w przypadku
labiryntu. Jednak teraz mamy do czynienia z nieskonczonym la-
biryntem, dlatego wczesniej opisana metoda ni¢ ma tu zasioso-
wania. Zbadanie nieskonczonego labiryntu w skoficzonym czasie
jest niemozliwe.

16. Problem réwnowaznosci w dowolnym rachunku igcznymn
nieskonczona liczba jednego typu zadan. Rozwigzanie tego pro-

blemu powinno przedstawiaé algoryim dla ustanowienia rowno-



waznosci lub nierdéwnowaznosci dowolnej pary siow.

Tak wiec logiczne zadanie poszukiwania drogi w labi-

.
-

yncle mozna sformulowaé w terminach rachunku tacznego.

o N
Ca

o
N

€zyku rachunku lacznego mozna opisywaé réwmniez procesy

u
ne. Np. dowolny wzor logiki matematycznej mozna rozpa-

N

m

1ic
¥a

o
ry

o

aé¢ jako zapis slowa w pewnym alfabecie, ktorego literami
sa symbole logiczne -, V,A,—>itp., zmienne logiczne i fun-
keje logiczne /predykaty/.

Réwnowaznosci stosowane w logice matematycznej do prze-

ksztalcania réznych wyrazen rozpatruje sie jako okreslone

podstawienia, np. XVY mozna zamienié ma X A Y i na odwrét.

—

EST

—_—

« Czy w rachunku lgcznym, zawierajgcym wylgcznie podstawie-

wm

e

nia jednokierunkowe, prawdziwe jest twierdzenie:
"Jesli R~Q oraz Q~R to R~-P"?

XXX

0. Oczywiscie, na ogél nie. Jedli popelniltes omylke, musisz
Jeszcze raz przestudiowaé punkt 6.

ii. Algorytmy révwnowazne. Normalnv algorytm Markowa

1. Dwa algorytmy a, i a, W pewnym alfabecie nazywa sie
réwnowaznymi, jesli obszary ich stosowalnosci pokrywaja sieg
1 wyniki przeksztalcenia nimi dowolnego stowa z ich ogbélnego
Obszaru stosowalnosci takze pokrywaja sig. Jesli algorytim
a, jest odpowiedni dla pewnego siowa P, to a, takze powinien
byé odpowiedni dla tego stowa i odwrotnié. Przy tym oba al-
gorylmy powinny przeksztatcac stowo P w takie samo stowo Q.

2. Markow usci$lil! pojecie algorytmu w sensie okreslenia

matematycznego. Zbudowal on normalny algorytm w terminach
Systemu podstawie“ w nastepujgcy sposob. Przyjmuje sie alfa-

bet A i okresla system podstawien. Wychodzyc od dowolnego

Stowa P w alfabecie A nalezy przejrzec formuly podstawien




Przy

w tym porzgdku, w jakim s one podane w schemacie.
odsznkuje sie formuly z lewe]j stromny wchodzgcej do P.
Jesli takiej formuly brakuje, procedura algorytmiczna za-
trzymuje sie. Jesli formula jest, dokonuje sie kolejno spraw-
dzen i podstawien jej prawej strony w miejsce pierwszego za-
chodzenia jej lewej strony na P. Otrzymuje sie¢ nowe siowo P
a alfabecie A. Na tym konczy sie pierwszy krok. Drugi krok
jest taki sam, tylko teraz wejsciowym siowem jest Pl zamiast
P. Analogiczne kroki wykonuje sie do tej pory, dopdki nie na-
stapl zatrzymanie.
To moze nastgpié¢ w dwéch przypadkach:
- i/ przy otrzymaniu takiego siowa Pn' do ktdérego nie wchodzi
ani jedna 3z lewych stron formul podstawien;
2/ gdy przy otrzymaniu siowa Pn zastosowano ostatnie podsta-
wienie.
¥ jednym i w drugim przypadku mowi sie, ze dany algofrytm

przeksztaXca stowo P w siowe Pn o

3. Rézne normalne algorytmy réznig sie tylko alfabetami
i ukladami dopuszczalnych podstawien. Okreslié normalny algo-
rytm - znaczy okreslié alfabet i ukiad podstawiei.

Przykiad
Okreélimy alfabet i uklad podstawien w nastepujgcy sposdb:

A={1, +} 1 4 =4 1
« 1 + 1 =1
11

Strzatkami przyjete oznacza¢ ukiad podstawien w nermalnym
algorytmie Markowa /w odréznieniu od dowolnego rachunku igcz-
nego/.'
Wejéciowe slowo ma postaé 1111 + 11 + 111.



Proces algorytmiczny satrzymuje sie po zast

niego podstawienia i—=1, ktére

kowa, polega na zalozeniu, ze
t

réwnowazony z pewnym normalnym al

algorytmy nazywa

0. R¢ nymi nazywa sie

4

(rywajg sie

ich ogodl

31e niedo




rytm moze byé okreslony w postaci normalnego algorytmu Mar-
kowa. To zatozenie jest hipotetyczne, lecz gdy przyjmie sieg
taka hipoteze, mozna okreslié w jaki sposdéb sScidle dowiesé

niedopuszczalnosci algorytmicznej okreslonego kregu proble-
méw. Np. dowodzenie niedopuszczalnosci algorytmicznej proble-

mu rownowaznosci sidéw sprowadza sie¢ do dowodzenia tego, ze
w odpowiednim rachunku lgcznym nie istnieje normalny algo-
rytm rozpoznajacy réwnowaznosé siow P i Q.
To, %Ze algorytm dla rozwigzania dowolnej klasy zdan nie ist-
nieje, nie oznacza niedopuszczalnosci % ogdle. Rozpatrywana
klasa zadan moze by¢é na tyle szeroka, ze nie istnieje jedyna
efektywna metoda ich rozwigzania. Dla konkretnych zadan jed-
nak nie wyklucza sie mozliwosci znajdowania szczegdélnych wa-
runkéw rozwigzania.

Do uscislenia pojecia "algorytm" w matematyce byly roz-

powszechnione dwa punkty widzenia.

1. Wszystkie problemy sa algorytmicznie dopuszczalne. Po
prostu dla rezwigzania niektérych z nich nie zostal znalezio-
ny algorytm. Nie wystarcza srodkow we wspolczesnej matematy-
ce do jego skonstruowania.

Stronnicy tego punktiu widzenia uwazali, ze do rozwigzania
probléméw okréélanych jako algorytmicznie nierozwiazywalne,
po prostu nie starcza frodkéw wspélczesnej matematyki, a zbu-~

dowanie poszukiwanych algorytméw bedzie dzielem przysziosci.

2. Istnieje klasa zadan dla rozwigzywania ktérych w ogéle
nie istnieja algorytmy,tj. niektérych probleméw nie mozna
rozwigzywaé mechanicznie za pomocg formalnych rozwazan i obli-
czen. Te problemy wymagajs twoérczego myslenia.

Jest to bardzomsilne przeswiadczenie, rozciagajgce sie na
wiele epok i Srodkdéw. Czesciowym dowodem jest tu twierdzenie
G8dla. Dziski istnieniu hipotez o wystepowaniu "“standardowych
form" /np. normalny algorytm/, w ktérym mogg byé wyrazone do-
wolne algorytmy, stalo sie mozliwe sformuiowanie pojecia

"algorytm” i "problem algorytmicznie niedopuszczalny" w Scis-




tych terminach.

13. Sprowadzanie dowolnego algorytmu do alrorytmu arytmety-

cznego. Metoda Gddla

1. Jak to byio widoczne w rozpatrywanych przyktadach,
Okreslenie dla artymetycznych i logicznych algorytméw jest
takie samo. W tym i drugim przypadku algorytmem nazwano zbidr
Tegul dla rozwigzania pewnej klasy zadand. W plerwszym i dru-
gim przypadku wskazany zbiér regul charakteryzuje sie wtasnos-
Ciami zdeterminewania, masowoSci i rezultatywnosSci /ukierunko-
%ania/.

2. Bardziej Sciste jest pojecie algorytmu przy wprowadzes
Niu do rozwazan normalnego algorytmu Markowa. Okazuje sie, ze
dowolny algorytm logiczny mozna stosunkowo prostymi metodami
Sprowadzié do algorytmu arytmetycznego. Z tego powodu teorie
algorytméw arytmetycznych mozna uwazaé za universalny sparat

do badania wszystkich probleméw algorytmicznych.

3. Problemy algorytmiczne mozna sprowadzié do obliczania
Rartosci pewnej funkcji /w liczbach catkowitych/ przy wartos-
Clach argumentdw wyrazonych w liczbach catkowitych.

OZn&czmy wezystkie warunki zadania, opracowywanego danym algo-

Tytmem , W postacl szeregéw z calkowitymi niexjemnymi inde-
ksami - numerami :
AO, Ai‘ Aoy eee, An y seow

Hozmiazania mozna przedstawi¢ jako szereg ponumerowanych war-
lLodei

BO, Bl’ Bg. esey B _, ou

Po wprowadzeniu numeracji bedziemy dokonywaé operacji nie
Na wartosciach warunkéw i rozwigzarn, lecz na ich numerach.
Teraz mozna przedstawié¢ algorytm, ktdéry przerabia numer za-
Pisu warunku na numer zapisu rozwigzania. Ten algorytm reali-

2uje obliczanie wartosci Tunkc




m = }0,/:1/
bedac algoryimem arytmetycznym.

4. Jesli istnieje algorytm rozwigzujacy wejsSciowe zadanie,
to istnieje algorytm obliczajgcy wartosci odpowiedniej fun-
keji. Rzeczywisdcie, w celu znalezienia wartoSci'y /n/ przy
n = ng mozna wybraé zapis warunku dla d*, nastepnie za po-
mocg posiadanego algorytmu znalezé zapis rozwigzania i wediug

tego okreflié odpowiedni numer me. Pak wiec:
y /n* B m‘
5. Rozpatrzmy nastepnie szeroko stosowang do numeracji me-
tode Go8dl ‘a.
Przedstawmy pewna liczbe m w postaci: B
24 a, a, a, m
n=2a « 3 . B N cee Ppq 0
gdzie p = 23 p, = 3; Py = 5 itp, tj. py = liczba pierwsza.
Przyjmujemy, ze kazdej liczbie jednoznacznie odpowiada zbidr
a,1 By -y @ 1 na odwrét, kazdemu zbiorowi a,, a5, «..;
a ., jednoznacznie odpowiada liczba n.

Np. jesli n = 60, to

.|
60 = 2° 3 Sl,tj.aj=2,ag=1,a3=i.
W ten sposéb mozna numerowaé dowolne, uporzgdkowane szeregi
m liczb.
Przykiady

]
o]
w
]
>

o
Q
=

-
Q
-
=
s
1
2
\

1. Kazdej parze liczb a, i a,, dla ktérej najwiek
-

i
wspélny dzielnik zapisujemy jako q, mozna przypisaé
nio g8dlowski numer tej pary
a a,
RS e B

Woéwczas algorytm Euklidesa sprowadza sie do obliczania Tun-

keji

a= ¥ /n/
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‘édiug n mozna alié réwnania. Przy n =
o - [ 2 X - = C
x 14 4 k C

dozwigzanie

Rzoru O '
u X
] =-Db
/ 2

Mozna to zapisaé w postaci

\*]

1
X R TR V,b, e by z4i=D

4 o
i < &~

obliczenie wartosci wediug

Zalozmy, ze trzeba znalezé pierwiastki rdéwnania n-tego

Stopnia. Przy dowoclnej postaci tego rozwigzaria moze ono skia-

a
si¢ tylko z symboli:

R
e TRRRS 5 P ol e WRLURL0S TR mel N

\ 1 = n

$
!

DZnaczmy te symbole pewnymi liczbami :

L
{/ odpowiada liczba 2r /odpowiada liczba 13
o " " 3 4 " W 17
- N " :' " " 1 9
. " " pe : " 23
- " 9 4 Py R
" 2 11 b » " o2naqs

Yowolnemu wyrazeniu zestawionemu z wymienionych symboli,
p

O%wiada okreslony zbidér liczb. Np. dla wyrazenia

Otrzymujemy zbiér liczb

05025 (29, . 3.523,°13.

od-

Zbiorowi liczb mozna odpowiednio przypisaé jego gOdlowski

fQumer




Q i)
sTY, | ! (opglS [ gdid

Z drugiej strony, wedlug danego g8dlowskiegzo numeru mozna
zestawié zbior liczb, a nastepnie dla kazdej z nich okreslic
odpowiedni symbol i utworzyé zapis dowolnego wzora.

» ten sposdéb mozna numerowaé dowolne wyrazenia zestawlone
zaréwno z cyfr, jak i innych symboli - liter, znakdw opera-
cji itp.

3. Za pomoca metody G8dla mozna ponumerowac¢ wszystkie sio-
wa w» pewnyn alfabecie A. Kazdej literze przypisuje sig¢ odpo-
wiednio pewna liczbe. Wowczas dowolnemu slowu w alfabecie A
odpowiada szereg liczb, od ktérego mozna tatwo przejsé do
gddlowskiego numeru, zaleznego od wybranego systemu odpowied-
niosci liter 1 liczb. Nastepnie mozna ponumerowaé wszystkie
szeregi siéw /np. wszystkie tancuchy dedukcyjne/. Nie tylko
arytmetyczne algorytmy sprowadzajg sie do obliczenia wartosci
funkcji w liczbach caltkowitych. Dowolny, normalny algorytm
Markowa przy zastosowaniu metody G8dla takze mozna sprowadzié
do obliczania wartosci funkcji w liczbach catkowitych. Tak
wiec algorytm obliczania wartosci funkcjl w liczbach caklko-

witych mozna traktowaé jako uniwersalng forme algorytmu.

TEST

P. Na czym polega metoda numeracji G8dla?
XXX

0. Polega ona na przedstawlaniu liczby n w postaci

a a, 8q a, a

1 |
n =2 3 . 5 Ot § dow BRPL T

gdzie Py ~ liczba plierwsza

Jeéli miates trudnosci z podaniem odpowiedzi na pyta-

nie testowe, przestudiuj jeszcze raz rozdziat IV, podr.7.

4. Algorytmy posiadaja Scisty zwigzek z teorig automatéw
skoniczonych, gdyz w wielu przypadkach mozna latwo zbudowac

automat, ktéry realizowalby przeksztalcenia zblorow symboli




-1

[\
o

Zgodnie z wymogami algorytmu. Automat taki nazwiemy realiza-
torem algorytmu. Niestety, nie wszystkie algorytmy posiadaja
Swoje realizatory w dziedzinie automatdéw skorczonych. Klasy-
¢znym przykiadem algorytmu, ktory nie moze byé realizciany
Przez zaden automat, jest algorytm wydzielania z ciggu liczb,
beinych kwadratow.
Sformutujmy dokladniej: mamy zbidr Jednakowych symboli, na
Przykiad paleczek. Nalezy rozpatrywaé¢ zbidr takich paleczek
Pod katem ich ilofci i wydzielad takie zbiory, ktdére zawie-
Tajg ilosci paleczek bedace pelnymi kwadratami. Nalezy wigc
rozréznié
IITI

od

I II III ILITX IITIIIII

lecz utozsanmié z
ITTFIXTIIX IIITITIIIIIIIIIIII

Udowodniono /szczegoly patrz M.Arbib; "Mézg, maszyna, ma-
tematyka"/, ze nie potrafi tego dokonaé zaden automat skon-
czony.

Do realizacji d ow o1l n e g o algorytma potrzebujemy wiec
innego ukladu. Zaraz go poznamy.

14. Maszyna Turinga

1. WyobrazZmy sobie automat skonczony polaczony z nieskon-
Czenie diugg tasmg podzielong na Kwadraty.

Elementem bezposrednio komunikujgcym sie z tasmg jest glo-
Wica G. I to wszysto, mamy juz calg maszyne Turinga, zlozong
Z autematu A /patrz rys.88/, tasmy T 1 giowicy G. Najistot-
hiejsza jest tu obecnoéé tasmy, gdyz dzieki temu automat A
moze pokonal swojg "skonczonosé®", ktdérg mu tak wecigz wypomi-
hamy /nawet w nazwie/ i wykonywaé¢ czynnosci przewidziane do-

wolnym algorytmem.




o
pep

realizo owolng procedu

rekurencyjng rozumiemy czynno

rzaniuo grupy takich samych operacji
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bol z tego samego alfabetu -jak wejsciowy, Ktory tc

wica zapisuje w "ogladanym" aktualnie kwadracie /usuwajge

jego poprzednig zawartosé/. Dla prostoty przyjmiemy, ze
braku symbolu w kwadracie jest rowniez symbolem omawnianego
alfabetu oznaczymy @ . Pojawienie sie wigc na wyjsciu automa-
tu A symbolu @ jest wiec poleceniem dla glowicy, aby "wyma-
zata" zawartosé kwadratu.

Na drugim wyjsciu automatu A pojawia sie jeden z trzech
symboli: L, N, P. Symbol L oznacza, ze glowica ma sig¢ przesu-
ngé na kwadrat z lewej strony sgsiadujacy z obecnie "oglgda-
nym", P, ze nalezy przejsé do kwadratu po prawej, a N czna-
cza spoczynek glowicy. Dzieki drugiemu wyjsSciu maszyna moze
w sposdéb celowy poruszaé sie wzdiuz tasmy.

Automat A posiada odpowiedni do zadan, jakie ma spelniaé,
zbhidr standw wewnetrznych plus jeden stan szczegdélny, & mia-
nowicie "STOP"™. Po p-przejsciu do tego stanu maszyna zaprze-
staje dziatalnosci, ktéra w przeciwnym wypadku trwaiaby w nie-

skoniczonesé.

Przvk}ad 1

Rozwazymy maszyne Turinga, dla ktorej symbolami pisanymi
na tasmie beda paleczki I, a ktdra bedzie operowala na cig-
gach takich paleczek i1 bedzie w efekcie usuwata dwie najbar-
dziej na prawo polozone pakteczki.

Mozliwe sg wiec dwa siowa wejsSciowe "I" i "@". Przyjmiemy
ze automat A, wchodzagcy w sklad maszyny, ma trzy stany /poza
"STOP"/ S1, S2, S3. Wypiszemy tabelke dla tego automatu,przy
czym wypeilnimy jg symbolami jedynie w tych miejscach, ktdre
majg wpiyw na prace maszyny Turinga, pozostale pozycje tabel-
ki oznaczymy "-", co oznacza, Ze mogg tam byc¢ wielkosci do-
wolne, gdyz nie ma to znaczenia.

Maszyna ta jest bardzo prosta, mozna jednak podac¢ opis ma-
szvny przeznaczone] do bardziej ziozonego celu, na przyktad
de liczenia ilosSci symboli Q i wpisywania cyfra ich ilesdci.
Rozpatrzenie dzialania takiej maszyny odlozymy jednak do te-

stu, a tymczasem sprawdzimy, jak zachowuje si¢ nasza maszyné-




w Lym stanie

w kwadracie aktualnie oglgdanym znaj-
duje sie pateczka. Jesli tak, to kasuje )g, przechodzi do
2

i szuka dalszych paieczek wykonujac ruch w prawo.

Jesli na poczatku pateczki nie znaleziono, masi nie zmie-
nia stanu, tyl porusza sie dale] w prawo az do znalezienia

paleczki. Po znalezieniu /i skasowaniu,/ pierwsze) paleczki
maszyna czyvni podobne poszukiwania, utrzymujge jednak stan

S2. Znalezienle drugliej pateczkl powoduje Je) skasowanie 1

io stanu S3, %

rym t0 stanie napotKanie

dowolnego symbolu powcduje przejscie do stanu STOP.

TEST 4
SoDl L

P. Przesledzié zachowanie sie

dang nizej tabelg. Aulomat A posiada az 12 symboli we)s-

=}
=
m
=
1

ne, tabela musiataby wigc zawierac 48 wierszy, co jesi

niewygodne. Przedstawimy wigc len automat % tacl pro-

stokatnej tablicy, ktorej wiersze odpow

owym. a kolumpny stancom wewnetirznym. W kKazdym

tak utworzonym polu wplszemy irzy symbole:

wiada SVIDOLIOWl ¥ sclowemu drukowanemu na

poleceniu ruchu glowicy, a LYrzecl nowemu Stanowi.
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maszyne, dla ktérej iloczyn ilosci symboli alfabetu i ilosci
standéw wewnetrznych bedzie mniejszy.

9, W punkcie 6 dowiedzielismy sie, ze istnieje uniwersalna
maszyna Turinga. Powstaje wigc problem: podaé koncepcje mini-
malnej uniwersalmej maszyny Turinga, czyli maszyny uniwersal-
nej o minimalnej wartosci wspomnianego iloczynu.

Zagadnienie to nie zostalo definitywnie rozwigzane. Najle-
przym 2z dotychczasowych byXo rozwigzanie A.Trittera o iloczy-
nie 24 /4 symbole i 6 standw/. Czy jest to optimum? Nie wiade-
mo.

10. W rozdziale tym poznalismy jeden z najwdzieczniejszych
tworéw cybernetyki, o ktérym wiele daje sie udowodnié, ale
z ktérego nie ma bezposredniego pozytku. Poznalismy réwniez
cudowne dziecko cybernetyki - maszyne cyfrowg, z ktérej pozy-
tek jest ogromny, ale o ktdérej wiasciwie nic nie daje sig udo-
wodnié. W miare postepu techniki maszyn matematycznych pojem-
nosé ich pamieci bedzie ustawicznie rosta i dlatego coraz
szerszy bedzie wachlarz zagadnien, dla ktérych maszyna cyfro-
wa wtasciwie nie bedzie rozniia sie od maszyny Turinga. Rysu-
je to Swietne perspektywy przed dyscypling obliczel numerycz-
nych. 0 ile si¢ one sprawdzg - pokaze przysztosé. Skoro jed-
nak doszlismy do zagadnied mozliwosci ukladéw cybernetycznych,
nalezy przytoczyé 1 przedyskutowaé jeden z najpowazniejszych
argumentow, przytaczanych przez zwolennikdw tezy, ze mozliwos-
ci dowolnych tworéw cybernetycznych nigdy nie osiggng poziomu
ludzkich zdolnoéci intelektualnych. W tym celu zrobimy wy-
cieczke w dziedzine najbardziej abstrakcyjnej matematyki 1
poznamy zarys twierdzenia G8dla - twierdzenia, ktore wstrzgs-
neto podstawami matematyki, a ktérego konsekwencje filozofi-
czne niepodobna przecenié.

Czytelnicy nie zainteresowani tematyks skrajnych mozliwos-
ci maszyn i mézgu ludzkiego mogg ten rozdzial opuscié, jednak
zachecamy do jego przeczytania, poniewaz daje wiele do mysSle-
nia, a kwestie w nim poruszane nie nalezg bynajmniej do osta-
tecznie rozstrzygnietych.
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desowa, co nicdwuznacznie wynika z teorii wzglednosci Ein-
steina. Aspekt ten nie bedzie przez nas blizej omawiany. cho-
dzi bowiem jedynie o zasygnalizowanie fakiu, ze system aksjo-
matyczny mozna w matematyce budowac¢ % sposob dosé¢ dowolny.
zmieniajgc aksjomaty.

Wytania sie jednak powazny problem: system aksjomatow /i
caly wzniesiony na nim system matematlyczny,/ moze byé wewne-
trznie sprzeczny.

Sprzecznoéé ta ujawnialtaby sie, gdybysmy, postugujge sig
aksjomatami 1 poprawnymi regutami wnioskowania, zdolalil udo-
wodnié w sposdob Scisly dane twierdzenie i jego zaprzeczenie.
Pytanie o niesprzecznos¢ geometrii poruszylo najtezsze umysly
matematyczne. Problem mial zresztg duzo szerszy zasigg: posiu-
gujgc sie geometrig analityczng mozna udowodnié wszystkie
twierdzenia geometrii na gruncie algebry. Zatem geometria
Jest niesprzeczna, o ile niesprzeczna jest algebra. Ale alge-
bra wywodzi sie z arytmetyki, a raczej z elementarnej teorii
liczb operujgcej twierdzeniami w rodzaju "1 + 1 = 2" /przysilo-
wiowe 2x2 jest juz w tej teorii bardzo skomplikowanym twier-
dzeniem/. Staneto wiec na koniec przed matematykami pytanie:
czy arytmetyka /a wraz z nig cala wspolczesna matematyka/ nie
Jjest czasem wewnetrznie sprzeczna? Fakt, ze nie odkryto jesz«
cze dowodu twierdzenia i jego zaprzeczenia na gruncie znanej
matematyki nie stanowi gwarancji, gdyz w kazdej chwili dowdd
taki mégiby sie pojawié.

Program poszukiwania Scistego dowodu niesprzecznosci mate-
matyki nakreslil Hilbert, a zrealizowal go cz¢Sciowo Russel

w swym monumentalnym dziele "Pricipia Mathematica”.

2. W tej} sytuacji wystgpii w 1931 roku ze swym twierdze-
niem G8del. W obszernym artykule zatytulowanym "0 formalnie
nierozstrzygalnych problemach Principia Mathematica i syste-
mow pokrewnych"ls/ G8del udowodnil, ze niemozliwe jest udowod-

1B/K. G8del: Uber formal unentscheidbare S&tre der Priuzipia
Mathematica und verwandter Systeme, 1931.
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"liczba niewymierna nieparzysta" ~ tego nie wmiemy.
w dalézycb rozwazaniach bedziemr uzywal tylko takich zdaf,
o ktérych wiadomo, czy sg one prandziwe czy fatfszywe,

2. Istnieja zdania zlozone 2z pesaych zdan prosiych, powia-
zanych migdzy sobg spéjnikami: i, lub, jesli - to 1itp.
samg myél mozna wyrazié za pomocs zdan prostych lub zdad zio-

Te

sonyoh. Np. zdanie proste "zarobek Xowalskiego jest nie wig-
kszy niz tys.i", mozpa zastgpié zdaniem zlozonym "zarobek

Kowalskiego jest mniejszy niz 1 tys.zt lub rémny 1 ty
Zagadnienie dotyczace pramdziwoéci lub falszywodci zdan jest

podstawowym problemem logikli matematycznej.

PN

Py A .

n

3. Badajac zdania, abstrahuje sig od ich tresci, wystgpo-
wania 1 innych waznych nlasciwosci, a koncentruje si¢ unage
na dwdoh zagadnieniach:

1/ jak zalezy prawdziwosé¢ tego lub innego zdania z1020-
nego od prawdziwodci wchodzacyeh w jego sktad bardzie]
prostych zdan?

2/ jak zalezy prawdziwos¢ niektdérych /lub wszystkich,
prostych zdali wchodzgacych w skiad zlozonego, od praw-
dgiwoéci tego zdania ztozonego 1 pozostaiych prostych

. zdaf, wmchodzgoych w jego skiad?

4, Zdania bedziemy krétko oznaczal duzymi literami acih-
skisgo alfabetu:
X0 % By Vi s
Przy tym rézne litery odpowiadéjq réznych zdaniom, & te
same litery - jednakowym zdaniom. Zdania ztozoune bedziemy
oznaczadé albo jedng z liter, albo literami, odpowiadajacymi
skladowym zdaniom, polgozonymi odrebnymi znakanmi,

2. Spéjiniki logiczne

1. Do opisu polgczen logicznyoh wprowadzimyv pige nastgpu-

Jacyoh znakéw:




1 zyta sig¢ "nie X"/ oznacza zaprzeczeaic X. Inacze}
mowige X oznacsa zdanie, ktdére jest prandziwe gdy X

Jest falszywe, lub zdanie falszywe, jesli X jest praw-
dziwe,

2/ XAY /ezyta sie "X i Y"/ oznacza zdanie, ktére Jjest
prandziwe tylko w tym przypadku; gdy X i Y sg prandzi-
we.

3/ XVY /czyta si¢ X lub Y/ oznacza zdanie, ktére jest
prandzine tylko % tym przypadku, gdy co najmniej jedno
z dwéch zdan X lub Y jest prandziwe.

4/ X—>Y /czyta sig "jesli X, to Y"/ oznacza zdanie, ktére

Jest falszywe tylko n tym przypadku, gdy X jest praw-

dziwe, a Y faiszywe, ”

5/ X~Y /ezyta si¢ "X jest réwnowazone z Y"/ oznacza zda-
nie, ktore jest pramdziwe wtedy i tylko ntedy, gdy X
i Y sa prawdziwe, lub gdy X 1 Y sg falszywe. Tak wigc
X~~Y oznacza, z2e X 1 Y posiada to samo znaczenie pram-
dziwosci lub falszywosci,

2, Odnosnie trzeciego okreslenia nalezy zasuwazyé, ze
Zzdanie zYozone typu "X lub Y" moze przyjmowaé dea réine zna-
Czenia, Np. "obiekt r wchodzi do zbioru & lub do zbioru B"
fozna rozumied nastepujgco:

L/ obiekt r wchodzi do jednego i tvlko jednego z dwdch

zbioréw,

2/ obiekt r wchodzi albo do zbioru A albo do zbioru B, tj,

ze do obydwu tych zbiorow obiekt r pie moZe wchodzié;
ale mozna to twierdzenie rozumieé¢ i tak, 2e obiekt r
przynajmniej do jednego z dwdéch zbiordw, tj.

clucza sig¢ mwozlivwosci wehodzenia obiektu r do

obydwu zbiordw,
My bedziemy rozumieli spdjnik "lub”™ i stosuaek 3 tylko

§ tym drugim rozumieniu,

"albo -~ albo" /s pilerwszym znaczeniu/ mozna

3. Wykluczajgc

"yrazic za pomoca pewnvch kombinacji podstamowych znakdw.
E t T } J
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nAlbo X albo Y" jest zaprzeczgniem % stosunku do

X~Y i mozna je zapisac X"V Y.

4, Okreslenia 4 /"jesli X, to ¥"/ nie nalezy rozumiec
jJako wyrazenie stosunku zaiozenia 1 tezy. Odwrotanie, 2
X Y jest prawdziwe nawet % tym przypadku, gdv X jest
szywe a Y prawdziwe. Np. zdaniami prandzisymi jesl
"3 x 3 = 9", to "miedZ jest metalem”, jesli 3 x 3 = 7T 0
"miedZ jest metalem", jesli "3 x 3 = 7", te "miedz jest nie-

metalem", natomiast falszywym byloby zdanie: jesli "3 x 3=
to "miedZ jest niemetalem". Stosunek X-® ¥ posiada w Lym
sensie wspdlne znaczenie 2ze stosunkiem zalozenia 1 tezy, 2ze€
% przypadku prasdziwmosci X—»¥ 2z prawndziwosci Y mozna wnios-
kowaé o pramdziwosci Y. .

5., Stosunek 5 /X~Y/ zachodzi mig¢dzy dowolnymi dwoma
prandziwymi, lub dowolnymi dwoma failszywymi zdaniami, Np.
zdania "3 x 3 = 9" "mjedZ jest metalem", "3 x 3 = T" "V
"miedZ jest niemetalem" sg prawdziwve.

Odrebnie nalezy podkreslic, ze zgodnie 2z naszym okresle~
niem podstawowych spéjnikéw logleznych-prawdziwosc lug fal-
szywosé zdania zlozonego zalezy tylko od prawdziwosci 1 fails
szywosci sktadomych zdan, a nie od ich tresci.

6. Wprowadzimy jeszcze dwa oznaczenia. Zdania prawndzi¥e
bedziemy oznaczaé¢ literg P, a faiszywe - literg F. Tak wigc
np, poigczenie " " charakteryzuje si¢ tym, z¢ zdania P—» P,
F-»P i F»F s prandziwe, a zdanie P—» F jest fa¥szywe.

Dla spéjnika "A " zdanie PAP jest prawdziwe, a wszystkie po-
gostate; PAF, FA P, FA F sg falszywe, Nast¢pnie PV

PVF, PV P - sag prandzive, a FVF jest Tfalszywe,.

Spéjnik *~~ " charakteryzuje si¢ tym, 2ze P~ P, F~~F sa pran
dziwe, a PvF i F~ P - fa¥szyme. ¥ korcu P jest falszywe
P jest prawdziwe.

7. W ten sposdb bedziemy rozpairysac podstamoReé spc

jako funkcje prasdzimosci. tj. Jjeko okreslenie funkcji
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yJasni) vwezystkie postacie spojnmikéom logicznveh.
zykiad

A% 44X 3 XS,
VY /X lub Y/,

X—>Y /jesli X, to Y/.

jest rdomnowazne z Y/.

4
<
€Csla

pairzmy
ntn v

dlia A,vl.
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bedziemy nazywadé eksiwalentnymi:

X ekw X 795/

XAY ekw YAX /98/
XA A Z)exn (XA YA 2 /97,
XVY ekw YVX /98,

xy(f Vv Z)ekw (X VYY)V Z /99/
XV(¥ A Z)ekw (X VYA (xvy /100/

Z ekwiwalentnosci /96/ - /100/ synikajg prawa: przemien-
nodci, lacznosci i rozdzielnosci.

3. Z przytoczonych praw widac, 2Ze % logicznych wyrazeniach
mozna, jak w Algebrze, mnozyé lub wynosié¢ poza nawias wspdlny
czynnik. Wediug analogii z algebrg X V Y nazywa si¢ sumg lo-
giczng, a X AY iloczynenm logicznym.>ﬁ odréznienin jednak od
algebry % rachunku zdad dziala inne prawo rozdzielnosci:

xA(rvz) en (xAY)V (xAZ) /101/

¥ ten sposéb z powodzeniem moglibysmy nazwac X V Y iloczy-
nem logicznym, a X A Y logiczna sumg. Poniewaz jednak w logi-
ce odnognie uzywania siéw "suma" i "iloczyn" istpieje nieokre~

§lonosdé bedziemy w miar¢ mozliwosoci unikac tych wyrazei.
X AY bedziemy nazywal koniunkojg,
b G o ¢ s n alternatyssg,
X —>»Y - X " implikacja.

4, Zgodnie 2z prawem przemiennosci i *acznosci wieloczio=-

nowe koniunkcje, alternatywy mozna zapisywac bez nawiasow.

2e¢ A aczy silniej niz ¥V , a V z kolei silniej niz ~v i >,
Znaku /A mo2na nie stawmiaé¢, podobnie jak w lagebrze nie musi

Préoz tego, w celu zmniejszenia liczby nawiasow, przyjmujemy,

sig¢ stawiaé znaku mnozenia.




czpalirzmy jeszcze raz ekwni
A X ekw 102
- L ’
4 v A €AB A 103
L AP gkn X 104
L F ekw F 105
X VP ekun [ 106
X VF ekw X 107

™
"
o
b
=
4
~
[N
[N
N
«

1 niektore bardziej

.
N
Pt
o
o
©
& ]
)
U]
-
=
e
5
o
o
m
=
<«
>
(=]
w.
o
P

ekn XV Y 112
XVYekn XAFY 113

X->Y ekun X AY 114/

Wykorzystujac /112/, mozna /114/ zaptsaé¢ w postaci
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X—>Y ekw X v Y /115
XVY ek Y 116/
X —>Y ekn ¥ X 117/

% " >y
A~vY ekw \/."{*‘1,‘

A

Z okreslemia rela

{

3 bezposrednio otrzvmujemy, ze

X~~~ Y ekn YALX /118,

X “Y ekw XY /120/




Z /112/ 1 /113/ otrzymujemy:

. IAY ekw XV ¥ /121,

XVY ekwn XAY 122/

5. Oczywiscle jest, zc¢ nlektidre z podstamowych spdjaikis

logicznych B3 zbyteczne. Ze wzoru /11%8/ wnida¢, Zze mozna =ig
obejsé hez znaku ~~, Nastg¢pnie z 114/ § /121, wynika, ze
znaki—»1 V réuniez sg zamienne i mozna sig obejsc Lylio

znakami A {1 — , 2Ze wzorés /115/ 1 /122/ %wynika, 2¢ mozna sig
ograniczyé do znakéw V i —
Hozpatrzmy Jeszcze réwnonaznosci wazne przy przedstawianiu

stosunkéa réwnoznacznoéci

x~AY ek (v AR V) /123/
X~Y ekn (XAY) V(XA T /124/
6, Najbardziej stuszne wydaje si¢ stosomanie trzech znakém

AL == poniewaz na podstawie réwnowazneseci 96/ -/100/,
otrzymuje si¢ przy tym cszczegdlaie prosty zapls zdai logicz-
aych oraz procedury ohliczeniowej.

TEST
P. Podaj podstawowe postacie przeksztalced réwnomaznych dla
polgezert koniunkturalnyoch i alternatywnych.

XXX
0. XAY ekn Y A X
XA(Y A 2)exn (X AY)AZ
XVYekn Y VX
xV(Y v z)exsn (xVY)VZ
xV(XA z)ekw (x VY)A (X V2)
xA(Y v z)exn (x AY}Y (x Az

P, Podaj przeksztatoenio rdéwnowazne dla przedstawienia implli-

kaoji i rémnoznacznosci.




Regzu

(x vy

\A ¥ I

Przykiad:

Kolejno ot

Teraz zas
Ctrzvmali
TOWnie2 druga
ona e ®”Na
lywn JESL .2

119}

yedne) K ilternatyw
tynny Jjest albo zdaniem pros
ztatcania.
A1 V mozna postugivad sie
C prawa przemiennosci, l3cz
zamieniad¢ na X,
0Zna zamlienliac na wmyrazenie
mezna zamieniac na myrazenie
(% vy
A \Y VX b

2¢ koniunktywng postaé

znale

rzyvaujemy

e | h
XAT)A(zAY)
(rvId A(EvE)
(XA'Y}] YAZY

tosujeny prawe rozdzielnosci

EYATTIAZY

g » A N3 7 90

o A Y/"-Zl
Smy xoniunktvung postaé norm
postac normalna - aiternaty
ernatywe koniunkejdi, # ktére
aprzeczonym lub niezaprzeczo

Ta postaé¢ normalna

, W ktérej kazdy
albo

tym, jego za=-

tak jak w algebrze,

nosci 1 rozdzielnos-

LAY B X NTY -
XVY, aX~Y na

normalng wyrazenia

alng. Istnieje

wna, Przedstawia

J kazdy cziton koniun-

aym

zdaniem prostym,




Przykiad
Znalezié alternatywna posta¢ normalng zdania zlozonego
XA (x—7)

Postugujgc si¢ rownowaznoscig /115/ otrzyvmamy:
xA(X vy)
Otwierajac nawiasy dostajemy:
(xA X)v (XA Y)
TEST
P, Sformuluj reguly sprowadzania zdad do normalnej postaci.

XXX

0. 1. Znakami A i V mozna postugiwaé si¢ tak jak n algebrze,
stosujgo prawa przemiennosci, tacznosci i rozuzielnosei.

2, X mozna zamienic¢ na X.

3. X AY mozna zamienié na X V ¥, a wyrazenie X VY na ay-
razenie X AT,
4, X—Y mozna zamienié na XV Y, a X~Y na (XV ‘.'}A(\_.'VX)

5. Zdania zawsze prawdziwe i1 zawsze falszywe /tautologia/

l.Gléhnym zadaniem logiki jest znajdowanie takich polgczen,
ktére sg zawsze prawdziwe, niezaleznie od tego, czy przedsta-
wiaja one proste zdania prawdziwe, czy faiszywe. Poniewaz kaz-
demu wyrazeniu logicznemu mozemy przypisaé odpowiednio romno-
wazne mu wyrazenie w postaci normalnej, nalezy ustalié, kiedy
wyrazenie w postacli normalnej jest zdaniem zawsze prawdziwym.

2. Zdaniami zawsze prawdziwymi okazujg sie¢ zdania, ktdre
% koniunktywnej postaci normalnej charakteryzuja sig¢ tym, 2Ze

w kazde) alternatywie co najmniej jedno zdanie proste spotyka
sl¢ jednoczesnie z jego zaprzeczeniem,
Przyktad

XA Y —>X

X A YV X, /zgodnie z regulg 4/



awo rozdgielnosci:

ka z tego, 2ze zdanie /125,

P, W jakim przypadku zdanie ziozone jest

XXX

0. vadku, gdy kazdy czion alternatywny jedno-
eEm prostym zawiera rowniez zdanie nu
osci w sformuiowraniu
owe, przerdb ponownie material za-
€, Predvkaty /orzeczniki
. Jalszym rozuinigciem rachunku zdan jest rachunek preé-
gEatow, O anje Gf y rachunek zdan, tj. proste zdania,
wartosci P { F oraz wszystkie operacje ra~

tego jednak w rachunku predyvkatow rozpa-

¢ si¢ do przedmiotow. Tu juz zdania




2. Rozpatrzmy pewien zbidér przedmiotow M, i niech &,b,c,

d - beds okreslonymi przedmiotami tego zbhioru. Zdania o tych

przedmiotach oznaczymy nastgpujaco:

P/a/, /a,b/, S/b,c,d/.

Przyjmijmy np. 2¢ zbidr M jJest ciag liczb natura k
litery a,b,c,d odpowiednic liczbami 2,6,7,9. Wamczas P/b/
moze byé zdaniem "6 to liczba pierwsza", Q/a,b/ - "2 jest
mniejsze od 6", S/b,c,d/ - "6,7,9, sg liczbami parzystymi”.
Podobne zdania mogg by¢é zaréwno prawidiowe, jak 1 faiszywe.
Bedziemy je rozpatrywac¢, tak samo jak % rachunku zdan, tylko
z tego punktu widzenia, czy s§ one prawdziwe czy faiszywe
/P lub F/. Teraz jednak bedziemy uwazaé, ze wnartosci P i F
przypisuje sie okredlonym przedmiotom lub grupom przedmiotdw.
¥ powyzszych przykiadach zdanie P/b/ jest falszywe & odnile-
sieniu do 6, a Q/a,b/ jest prawdziwe w odniesieniu do pary

2'1-6,
3. Niech M bedzie dowolnym zbiorem niepustym, x - dowol-

lnych, a

nym elementem tego zbioru.

Wéwozas wyrazenie F/x/ oznacza zdanie, ktore staje sig
okreélone, gdy x zastgpl sie¢ konkretnym elementem z M.
F/a/, F/b/ ... s& juz « pelni okreslonymi zdaniami.

Np. jJesli M jest ciggiem liczb naturalnych to zdanie F/x/
moze oznaczaé: "x jest liczbg pierwsza", Jest to zdanie nie-
okreslone. Stanie si¢ ono okreslone, jesli zastapimy X pewng
liozbg: "3 jest liczbg pierwsza", "6 jest liczbg pierwnszg"®
itd. Niech S/x,y/ oznacza: "x jest mniejsze od y". To zdanie
stanis sie okreslone, gdy x i1 y zastgpi cie¢ konkretnymi licz-
bami: "2 jest mniejsze od 6%, "9 jest nig¢ksze od 2" 1td.

4, Pcniewaz kazde zdanie przedstawia P lub F, F/x/ oznacza.
2ze kazdemu elementowxi ze zbioru M jest przypisany odpowiednio
jeden z dwéch symboli P lub F. Inaczej mowiac F,/x/ jest fun-
kcja okreslong na zbiorze M { przyjmulacg tylko dwie martosc:
- P lub F, Tak samo nieokreslone zdania o0 amoch 1 #1igc
przedmiotaoh S/x,y/, G/x,y,%z/ itp. s§ funkcjami




o
o
Prs

i wigcej zmiennyoch. Zmienne x,y,Z ... przebiegajg zbidr M,
4 funkcja przyjmuje wartosci tylko P i F,.

Takie nieokreslone zdania, funko je Jednej lub wielu zmien-
fych, nazywajg si¢ funkcjami logioznymi lub predykatami. Wy-
korzystujac uprzednio wprowadzong terminologig przy zestawia-
Diu funkcji i stosunkach miedzy elementami zbioru, odpowied-
hie logiczne funkecje czesto nazywa si¢ jednomiejscowymi, dwu-
iejscowymi predykatami itd.

5. Jednomie jscowy predykat moze wyrazaé ceche przedmiotu,
Bp. "x jest liczbg pierwszg", "y jest sygnalem wyjsciowym”
itd, Predykaty wielu zmiennych pozwalaja wyrazaé rézne sto-
Sunki mie¢dzy przedmiotami. Niech np, M bedzie zbiorem mate-
Tiatéw. Wéwozas predykatami mozna wyrazié ich charakterystyki
Porémnawcze: "x jest twardszy od y", "x i y to metale™ itp.

6. Wszystkie wprowadzone pojecia zawsze odnoszg sie do
Pewnego dowolnego zbioru M, nazywanego polem. Elementy pola
OZnacza sie¢ matymi literami /niekiedy z indeksami/.

Nieokreslone elementy pola oznacza si¢ literami z koroca
alfabetu:

X, ¥92,0,V,X5, Xgy oo

Nazywa si¢ je zmiennymi swobodnymi /przedmiotowymi/.
Literami z poczgtku alfabetu

abbscydll d21 oo

OZnacza si¢ okredlone elementy pola,
Nazywa si¢ je przedmiotami indywidualnymi lub stalymi
Przedmiotomymi.
Podobnie jak w rachunku zdad, duzymi literami
A:;B o0y X, A, Az' ose
O%Znacgza sie zmienne, przyjmujgce wartosci P lub F.
NBZywa si¢ Jje zdaniami zmiennymi,

7. Bedziemy nazywaé elementarnymi formutami zdania Ayra-
%one duzymi literami, zaréwno zmienne jak i state, a takze
“yrazenia
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P/a/, S/8,b/, ee.

gdzie P 1 S to'predykaty, aib - przedmioty indywidualne.
Nazwe te wprowadza sig¢ po to, Zeby odréznié takie formuly od
ztozonych, zestawionych B elementarnych.

8, Poniewaz formuly elementarne /oraz zdania i predykaty/
zawsze przyjmujg tylko wartosci P lub F, mozna je taczyé spéj-
nikami,

A N Ry i

przy-czym te opéraoje okreséla sie tak samo jak w rachunku
zdad. Otrzymane % ten sposéb zlozone formuly moga okreslaé
zdania lub predykaty. Np.

AV F/x/;
A/x,y/ —> BN\ &/xy, x5/
G/x,y/ =2 G/X4 X5/
L/x/ ~ L/y/ 1itp.

Pierwszy wzér przy statych A i F/x/ okresla pewien predy-
kat. Czwarty wzér przy kazdym L jest predykatem dwéch zmien-
nych x 1 y. Ten predykat przyjmuje wartosé P przy x = y.

TEST
P. Co to sg funkcje logiczne /predykaty/.

xxX

0. Nieokreslone zdania, funkcje jednej lub wielu zmiennych,
przyjmujace martosci tylke P i F. '

P. Podaj przyklady zapiséw zlozodych predykatéw logicznych.
0. A/x,y/—> (BA Z/xi.le) ;

G/X.y/"% G/x1’12/'
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7 Operacje kwantyfikacji

1. Préecz rozpatrzonych operacji algebry logiki, w rachunku
DPredykatéw wprowadza si¢ dwie specyficzne operacje - kwanty-
Tikacje.

Niech Q/x/ bedzie okreslonym predykatem, przyjmujacym war-
toéé P lub F dla kazdego elementu x € M.

Wéweczas wyrazenie

Y x e/x/

bedziemy nazywaé prawdziwym, jesli Q/x/ jest pramdziwe dla
kaZdego elementu x G:M. Symbol nazywa si¢ kwantyfikatorem
9gélnym /duzym/ 19/. Wyrazenie V x to kwantyfikator ogélny
PO zmiennej x. Przejscie od predykatu Q/x/ do predykatu‘vrx
Vx/ nazywa si¢ kwantyfikacja na predykat Q/x/ kwantyfikatora
9gdlnego po zmiennej x.
Przykraa

Niech M bedzie zbiorem proceséw. Predykat Q/x/ dla x € M
Ma interpretacje¢: "proces x przebiega w czasie". W rezultacie
k‘antyrikacji kwantyfikatora ogdélnego mamy wzér ¥ xQ/x/, kté_
Ty interpretuje sie¢ nastepujaco: Pasaystkie procesy x prze-
b1Egan % czasie", co oczywiscie jest prawdziwe

2. Niech znowu Q/x/ bedzie predykatem jednej zmiennej x.
Potgezymy z nim wzér

3 x e/x/,

Przyjmujgecy wartoséé P, jesli istnieje element pola M, dla
ktérego Q/x/" jest prawdziwe, oraz wartosé F, jesli takie ele~
Benty nie istniejg.

Symbol 3 nazywa si¢ kwantyfikatorem /szczegdlnym/ malym,

r
8 wyrazenie 4 x - kwantyfikatorem matym po zmiennej x “o/.
a

9 .
/Znak\fzostal przyjety jako odwrodoona litera A z angiel-
skiego okreslenia "for All",

Znak J zostal przyjety jako odwrécona litera E z angiel-
skiego okreslenia "Exist".
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Przejécie od Q/x/ do 3 x Q/x/ nazywa sie kwantyfikacjg na
predykat Q/x/ kwantyfikatora malego po zmiennej X.
Przykiad

Niech M bedzie zbiorem przyrzadéw pomiarowych. Predykat
Q/x/ dla x E M mozna interpretowaé nastepujgco:"x posiada
indykacje cyfrowg". Wéwezas przy kwantyfikacji kwantyfikatora
4 otrzymamy wzér x Q/x/, ktéry bedzie sig¢ interpretowaé
nastepujgco: "istnieje x posiadajacy cyfrowg indykacje", co
oczywiscie jest prawdziwe.

- 8. Teoriomnogogciowe pojecie kwantyfikatorow

i, Przyjmijmy, 2e M jest zbioreﬁ, dla ktdérego okresla sig
predykaty. Uméwulismy sieg nazywaé ten zbiér polem. Kazdemu
Jednomie jscowemu predykatowi F/x/ mozna przypisaé zbidr-tych
elementéw a € M, dla ktérych F/a/ jest prawdziwe. Oznaczmy
ten zbiér jako Ep. Z drugliej strony kazdemu zbiorowi E, za-
wierajgcemu si¢ w M, mozna przypisaé predykat P/x/ przedsta-
siajacy zdanie x € E. Predykat przyjmuje wartoéé P w E oraz
F poza E. Tak wigc E jest ER'

2. Miedzy podzbiorami M i predykatami jednej zmiennej,
okreslonymi na M, istnieje stosunek wzajemnie jednoznaczny.
Zbiér M przyjmuje sie¢ jako niepusty. Z teorii zbioréw wiadomo
%e sumg zbiordw

E, U E,U ...
nazywa sie zbiér sktadajacy si¢ z wszystkich elementow zbio-
rém sktadowych.
Iloczynem albo przekrojem zbiordw

E, N B[] ...
nazywa sig zbidér wszystkich elementdéw nalezacych jednoczesnie

do wszystkich zbioréw - czynnikéw.



~
X

wm

d. Ten fakt, 2e wielkosci logiczne, zdania i predykaty

Jednakowe wartosci P lub F, oznaczymy jako =

Rowne z bedziemy 13czy¢ znakiem =
Niech

P/x/ = P./x/\V P,/x/
wowczas

v 1 |

E,. = E E

R r, U Ep,

Rzeczywidcie, jedli x € ER’ to P/x/ jest prawdziwe; to
Znaczy, ze Pi/X/ lub sz/ Jest prawdziwe. W pierwszym przy-
padku x € E, , w drugim x € E, , stad

R, R,

x €E E
R1U R,

Odwrotnie, niech x EE, U E, . Wénczas: x€ E, 1lub x€ E, ,
1 R, R R,

1 e
ti. Pi/x/ Jjest prawdziwe lub P2/x/ prawdziwe, Stqd P/x/ jest
Prawdziwe i x € E_..

Tak samo mozna wykazad, ze jesli

P/x/ = Pi/x/ A Py/x/
to

E = E E

R Ri ﬂ R2
4. Zbidr odpowiadajgcy predykatowi E/X/ Jest dopelnieniem
do zbioru odpowiadajgcego predykatowi P/x/., W symbolach sto-
Sowanych % teorii zbiordw mozna zapisad

Eﬁ = O ER

gdzie CER - zbidér elementéw pola M, nie nalezgoych do EH’ lub

inaczej dopelnienie zbioru Ep .

5. Formuly rachunku zdad oznaczone duzymi literami mozna
traktowa¢ jako predykaty zachowujgce dla wszystkich przedmio-
téw te samg wartosé P lub F, Zgodnie z okreslonymi nyzej wa-

Tunkami powinnismy przypisaé takim predykatom w pierwszym
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pfzypadku cale pole M, a % drugim przypadku zbiér pusty.
Poniewaz miedzy funkcjami logicznymi a zbiorami ustanowiona
zostala odpowiednios$é, to prawom rachunku predykatéw odpowia-
daja znane prawa dla operacji z teorii zbiorém.

Np. pierwszemu prawu rozdzielnodci

#/x/ V [6/x/ A 5sx/) = [0rxs v erx/)A[R/x/ v wr3/]
odpowiada prawo z teorii zbiordw
pA(eUs) =(»N QU (rNs)

gdzie P,Q,S sg dowolnymi zbiorami.
Drugiemu prawu rozdzielnosci

o/x/ A [orxs VEss] = it A orxi| V| B Ausss|
odpowiada prawo z teorii zbiordw

pU(eNs) = (PUQN(PU s):

6. W podobny sposdéb mozna ustalié zwigzek miedzy zbiorami
a predykatami wielu zmiennych. Jako przykiad rozpatrzmy przy-
padek dwumiejscowego predykatu. Niech M/z/ bedzie zbiorem
wszystkich par /x,y/ € M. Przy tym pary réznig si¢ nie tylko
sktadem, lecz i porzadkiem elementdn.

Predykatowi P/x,y/ przypiszemy zbidr par /x, v/ € M
ktérych P/x,y/ jest prawdziwe. Oznaczmy ten zhidér jako E; .

/2/, dla

7. Rozpatrzmy pojecie kwantyfikatordéw w teorii zbiordw.

Niech
F/x/ = 3xP/x,y/

Zbidér Ep odpowiadajacy predykatowi P sklada si¢ tylko z tych
elementéw pola M, dla ktérych f£/x/, tj. 3 yP/x,y/ jest pram-
dziwe. Ostatnie wyrazenie jest prandziwe dla danego X, Jesdli
istnieje takie y, Ze P/xo,y/ jest prawdziwe. Funkcji P/x,y/
odpowiada czesé Ep zbioru M 2/. Tak wiec Ep skiada si¢ =z
wszystkich elementéw x € M 1 dla kazdego z nich mozna znalezé
pare /x,y/ nalezgca do EB'
Bedziemy nazywad x, rzutem dowolnej pary /xo, y/, a rzutep
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zbioru - zbidr projekeji nalezqcych do niego par.
Jasne jest, ze Ep Jest rzutem ER‘

Niech M bedzie zbiorem liczb rzeézyuistych. Zbidr M/z/
mozna interpretosaé jako piaszczyng, ktérej punkty posiadaja
wspéirzedne x,y; a M jako o$ OX tej ptaszezyzny. Wéwczas
punkt x jest projekcjg /rzutem/ punktu /x,y/ bezposrednio ®
znaczeniu geometrycznym. Dlatego E odpowiadajgce predykatowi
F/x/, réwnemu 3 y P/x,y/ pokrywa sie z rzutem ortogonalnym
zbioru EB na osi 0X, Rzut zbioru H na M oznaczymy jako prxH.

Wéweczas
B, = pr/fp

W celu ustalenia pojecia /z teorii zbiordw/ kwantyfikatora
ogélnego posituzyly sie operacje zaprzeczenia,
Niech

F/x/ =V yP/x,y/

Wéwezas

Yy erx,y/ =3 yBrx,y/

8., Logiczna operacja zaprzeczenia odpowiada operacji do-
Peinienia w teorii zbioréw. Mozemy zapisad

E =CperE

P R

tj. zbidér odpowiadajgacy funkcji \fy P/x,y/ jest dopelnieniem
do rzutu: na M, dopetnienia do ER .

Prawdziwe jest réwniez twierdzenie odwrotne. Kazdy zbidr
R bedacy rzutem na M zbioru U nalezgcego do H/z/

R = pPry U

mozna przedstawié jako Ep, gdzie F/x/ jest 3 yP/x,y/, przy
czym U = EB' Rzeczywiscie zbiorowi R odpowiada predykat F/x/,
Okreslony na M, a zbiorowi U - predykat P/x,y/ okres§lony na
'H/z/, oraz oczywisdcie

¥/x/ = JyP/x,y/

Jedli jednak R ‘bedzie dopeinieniem do rzutu U, to R odpo-
wiada predykatowi V yP/x,y/. Rzeczywiécie, predykatowi
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V yB/x,y/ odpowiada zbiér Cpr CE g = E, = U, stad
CprX CEE y leox CEp = Ep, =0, |
Tak wiec kwantyfikatory sg zwigzane z geometryczng oOpera-
cjg rzutowania.
TEST

P, Podaj przykiady zapisu predykatdéw z zastosowaniem opera-
cji kwantyfikacji.

0. Y x q/x/
3 x q/x/.
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Rozdzia? VI

ELEMENTY TEORII INFORMACJI

1. Nieokreslonodé i entropia

4 7

1. Z calosci tej ksigzki, a w szczegdélnosSci z jej poczatko-
wych rozdziaiéw wynikalo, ze podstawowym przedmiotem badan cy-
bernetyki sg procesy przekazywania, przetwarzania i obrdébki
informacji. Uklady i systemy cybernetyczne sg wyodrebnione
pod wzgledem infcrmacyjnym, ich wejécia i wyjscia s kanalami
brzekazywania informacji, a ich rola polega na przeksztalca-
niu informacji wejsciowej w informacje wyjsclowg wedlug odpo-

%iednich regui.

2. Tymczasem do tej pory nie powiedzielismy ani stowa o
Podstawowym pojeciu - o samej informacji. Co wiecej - nawe
" tej chwili nie podamy definicji pojecia informacji, po pro-
Stu dlatego, %e pojecie to nie zostaloc dotychczas w sposob
Zadowalajacy zdefiniowane. Fakt ten moze wywolaé zrozumiatle
%zburzenie, gdyz wynika z niego, ze caly czas zajmowalidmy
Sig¢ - nie wiadomo dok}adnie czym. Nie jest to jednak prawds ,
g€dyz pojecie informacji, dotyochczas nie zdefiniowane, jest
Jednak na tyle dokladnie okreélone i intuicyjnie zrozumiaile,

Ze mozna o nim méwié bez obawy nieporozumien.

3. Trudnodci w zdefiniowanin pojecia informacji wynikajg
% faktu, ze informacja jest wieloaspektowa i trudno zdecydo~-
%aé sig, ktéry aspekt wzigé za podstawe przy formulowaniu
definicji. Informacja ma mianowicie okreslong objetodé, wyra-
2ajgcyg sie niezbedna ilosdcig symboli alfabetu lub sygnaléw
% urzgdzeniach technicznych, konieczng do jej przekazania.

Ma ona okreélone znaczenlie, wyrazajgce sig zwykle okresdlong
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zmiang dziatania odbiorcy. Ma ona réwniez okreslona wartosé
polegajgcg na tym, e pewne informacje maja dla odbiorcy lub
nadawcy doniosle znaczenie, a inne s3 pospolite lub niewaine.

4. Nie bedziemy wigc wdawali sie¢ w zawile spory terminolo-
giczne, ktére tocsa latami naukowcy, dazac do sprecyzowania
odpowiedzi na najprostsze pytanie: "Co to jest informacja?"
Zajmiemy si¢ za to kilkoma aspektami praktycznymi, zwigzanymi
z pojeciem informacji, a mianowicie: podamy miare pozwalajgca
okreélaé ilosé informacji, podejmiemy dyskusje nad problemem
najekonomiczniejszego przedstawienia informacji przy pomocy
symboli oraz rozwazymy, co sig dzieje z informacja przesiang
kanalem, w ktérym istnieja zaklécenia.

Nie zajmiemy sie¢ zagadnieniem skutecznosci informacji, wy-
razajgcej sie jej wplywem na dziatalnoéé odbiorey, gdyz trud-
no jest okreslié chwilowo miare "zmiany dzialania odbiorcy"”.
Podobnie abstrahowaé bedziemy od problemdéw adekwatnosci hrze—
sylanych symboli do okreslonych tresci /semantyka/ i wartosei
informacji dla odbiorcy, gdyz gardéwno w jednym, jak i w dru-
gim przypadku, pojecia lezgce u podstaw s3 zbytl snBiektyﬂne
i matematycznie niewymierne.

5. Zaczniemy od préoby dania miary ilosei informacji. Zacz-
niemy od dos$é trywialnie wygladajacego stwierdzenia, ze ilo&é
informacji réwna jest wielkosci niepewnosci, jaka zostala usu-
nigta w wyniku otrzymania informacji. Jesli si¢ na takie po-
stawienie sprawy zgodzimy, to przerzucamy problem ilodeci in-
formacji w rejony latwiejsze do operowania matematyks, a mia-
nowicie w rejony mierzenia stopnia niepewnosci, chaesu, bez-
tadu.

6. Aparatem matematycznym najbardziej odpowiednim do opero-
wania zdarzeniami nieokreslonymi jest rachunek prawdopodobiex-
stwa. Nim tez wiasnie bgdziemy sie positugiwali. O koniecznosci
minimalnego przygotowania matematycznego ze streny Czytelnika
nie wspominamy, poniewaz juz trzeci raz pojawia si¢ rachunek
prawdopodobienstwa w naszej ksigice. -
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7. Sformulujemy wymagania, jakim powinna odpowiadaé poszu-
kiwana przez nas obecnie miara nieokreslonofci. Po pierwsze,
Jesli jakies§ wyrazenie wystgpuje z prawdopodobiefdistwem p
/ezyli mamy “"szans¢" p, Ze wydarzenie to wystgpi/, to nasza
niepewnosé co do wyniku Jest tym wieksza, im zdarzenie to Jest
mniej prawdopodobne, czyli im mniejsze jest P- Zapiszemy to
¥ postaci warunku:

H/p,/ H/p,/ Jedli Py Py /126/

H/p/ jest oznaczeniem niepewnodci co do wyniku dos$wiadczenia
© prawdopodobienstwie sukcesu p.

Przyklad 1

Jeéli mamy n Jednakowo prawdopodobnych zdarzen, to prawdo-
Podobieristwo zajscia jednego z nich wynosi p = 1/n 1 jest tym
Bniejsze, im "konkurentdéw® Jest wigeej. W tej sytuacji nie-
Pewnosé co do wyniku jest tym wigksza, im wigcej mamy zdarzen
"de wyboru®, a wige im mniejsze jest prawdopodobiernstwe p,
Zgodnie z relacjg /126/.

8. Drugie wymaganie bedzie bardziej skomplikewane, choé
réwnie oczywiste. Jedli mamy mianowicie dwa zdarzenia, z ktd-
Tych jedno zachodzi =z prawdopodobiernstwen P; a drugie z prawdo-
Podobiedstwem p,, to chcielibysmy, aby nieokredlonosé zdarze-
tia Xgcznego, p;legajqcegc na zajéciu zarémno zdarzenia 1 Jak
1 2, byla réwna sumie nieokredlonosci zdarzen 1 i1 2. Prawdo-
Podobienstwo zdarzenia tgcznego wynosi /zgodnie z zasadami ra-
chunkn prawdepodobienstwa/ P4yP,, Zatem wymaganie nasze zapi-
Szemy w postaci:

H/pip:; = H/pl/ - H/pz; /127/

Jest to tzw. postulat przeliczalnej addytywnosdci miary
Rieokreslonosci.

Przyktad 2
Przypusémy, ze jedno wydarzenie polega na wyborsze Jednego

Przedmiotu z n mozliwych, a drugie Jednego przedmiotu z m

Bozliwych. Nieokreslonosci tych wydargzen sg tym wieksze, im




wigksze s3 ilosci n 1 m, zgodnie z wnioskiem z przykladu 1.
Iloé¢é mozliwych kombinacji dwuelementowych, ziozonych z je~
dnego przedmiotu z pierwszego zbioru i1 jednego z drugiego
zbioru wynosi m, zatem prawdopodobieﬁstwo wybrania danego ze-
stawu dwu elementow wynosi 1/nm, a nieokreslonosé tego wyda-
rzenia jest tym wigksza, im wiekszy jest ten iloczyn. Postu-
lat przeliczalmej addytywnosci wymaga, aby nieokreslonodé ta
byta réwna sumie nieokreslonosci pojedynczych wyboréw ze zbio-
ru pierwszego i drugiego.

9. Ostatnie wymaganie jest juz zupelnie proste. Chcieli-
bysmy, aby w przypadku,gdy zdarzenie jest pewne /p=1/, niee

okreslonos¢ wynosila zero:
H/1/ = O /128/

Przyklad 3
Jezeli mamy tylko jedno wydarzenie mozliwe, to mamy pew-

nosé, ze ono zajdzie i nieokresdlonoéé tego wydarzenia siusz-

nie mozemy uwazacé za Zerowg.

10. Mozna udowodnié, ze jedyng zaleznosScia matematyczng
spetniajaca postulaty /127/ 1 /128/ jest zaleznoéé logaryt-
miczna. Mozna sie bylo tego spodziewaé po postulacie /12%/,
poniewaz funkcja H zamieniala iloczyn na sumg, a to jest wias-
ciwoéé funkeji logarytmicznych. Ponadto funkcja logarytmicz-~
na dla jedynki przybiera wartosé zero, czyli speinia postu-
lat /128/. Gorzej z postulatem /126/, gdyz stwierdza on, ze
funkcja H powinna maleé, a wiadomo, ze logarytm jest fumnkcja
rosnaca. Zatem nieokreslonos$é okreslimy jako m i nu s lo-

garytm prawdopodobiernstwa:
H/p/ = - log p /129/

Przykiad 4
Dla rozwazanych w przykiadach przypadkéw zbioréw jednakowo
prawdopodobnych wydarzen wzér /129/ mozna przeksztatecié:
B/p/ = = log % = log n = H/n/ /130/

W zaleznosci /130/wynika, ze nieokre$lonosé wyboru jed-
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Nego z n elementdw jest réwna logarytmowi 1losSci elementéw.
Ta postaé funkcji nieokreélonosci byta odkryta wczeSniej niz
postaé /129/ przez Hartleya i przez dlugi czas uznawano Jja

2a jedyna. Potwierdzily jej stusznos$é badania psychologéw,
ktérzy eksperymentalnie stwierdzili, #e stopied trudnodci de-
eyzji typu "wybdér z n jednakowych elementéw" jest proporecjo-
nalny do logarytmu ilosci elementdw.

11. Wzdér /129/ jest stuszny niezaleznie od podstawy loga-
Tytmu v nim wystepujgcego. W zaleznosSci od podstawy bedziemy
Jedynie mierzyli wielkos$é nieokreflonoéci w réznych jednost-
kach.

Ze wzgleddw teoretycznych najodpowiedniejszymi bytyby logary-
tmy naturalne /o podstawie tzw. liczby e/, lecz taka miara
nieokreslonosci nie przyjeta sie/. Jednostka tej miary byl
tzw., "nit"/.

Ze wzgleddéw praktycznych /tatwo dostgpne tablice/ dogodne by-
tyby logarytmy dziesietne, lecz i te si¢ nie przyjety /"dzie-
Sigtna" jednostka nieokreslonosci nazywa sig hartley/. Prazy-
Jeto powszechnie logarytmy o podstawie 2. Zadecydowala la -
twosé interpretacji: jednostkowa jest nieokreélonodé wyborn
bPomigdzy dwoma jednakowo prawdopodobnymi sytuacjami. Jedno-
Stkg pieokreslonosci przy dwéjkowej podstawie logarytmu jest
BIT /od angielskiego binary digit/. W dalszym ciagu bgdziemy
bPostugiwali sig¢ wylgcznie bitami.

12. Wzér /129/ okresla miare nieokreélonosci dla zdarzer
Pojedynczych, ktdére mogg zachodzié z prawdopodobieristwem p.
Tymczasem zwykle spotykamy sie z sytuacja, kiedy mamy kilka
mozliwych zdarzen, zachodzacych odpowiednio z prawdopodobien-
Stwami Py p2, ey pn. W tak postawionym zadaniu moizemy mé-
%ié o nieokreslonosSci kazdego zdarzenia osobno, na 0gél je-

dnak interesuje nas nieokredlonosdé caltej tej sytuacji.

Przxklad 5
Jezeli mamy jakies urzgdzenie np. automat skodczony, ktd-

e moze wysylaé okreslone symbole wyjsSciowe, przy czym znamy
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jedynie prawdopodobiernstwa wysylania poszczegélnych symboli,
to mozemy interesowaé sie nieokreslonoscia tego, co pojawi
sie na wyjsciu. Jesli ustalimy miar¢ takiej zloZonej nieokre-
§lonosSci, to mozliwa stanie sie odpowiedZi na pytanie, ktéry

z dwu rozpatrywanych automatdw probabilistycznych jest bar-
dziej nieokreslony % swoich reakcjach.

13.Wprowadzimy wiec pojecie Sredniej nieokreslonosci zbio-
ru symboli, z ktérych kazdy moze pojawié sie z prawdopodobier-
stwem P,, Pps eecs Pp- Skorzystamy tu z ogélnie znanego wzoru
na wartosé srednia.
Otrzymamy wéwczas: n
WA/ = - 2 by logp, /131/
li/A/ oznacza Srednig nieokreslonos$é zdarzenia A /pojawienie

cie jednego z n symbeoli o prawdopodobienstwach Pys +ves pn/.

14. Srednia nieokreslonosé wyrazona wzorem /131/ wprowa-
dzona zostala do cybernetyki przez C.Shannona w 1948 rokm i
fakt ten lezy u podstaw narodzin niezwykle interesujjcej
technicznie 1 filozoficznie dziedziny, zZwanej w catosci teo-
rig informacji. Wielkosé H/A/ wyraza sie w jednostkach bit/sym-
bol /poniewaz wyraza $rednig ilosé nieokreslonosci w bitach,
przypadajaca na jeden symbol/. Ze wzgledu na pewne dodé gle-
bokie analogie z pojeciem ENTROPII wprowadzonym w termodyna-

mice, wielkodé H/A/ nagywa sig réwniez zwykle entropis.

15. Entropia jest miarg beziadu i1 stopnia przypadkowosci.
Mozna sie przekonaé, aczkolwiek scisly dowdd jest dosé diugi,
ze entropia przybiera w danym, n-elementowym zbiorze zdarzed
/symboli/ wartos¢ maksymalng w przypadku, kiedy wszystkie

zdarzenia sg jednakowo prawdopodobne. Wowczas Py =Py = ece

coe = P, = i/n i po wstawieniu de wzoru /131/ otrzymujemy
H__/A/ = - # 1log, L=10g,n /132/
max =1 n 2 n 2

Z poréwnania wzoréw /132/ i /130/ wynika, Ze miara nieozna-
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21/ Jest maksymalng war-
toscig entropii w przypadim, kiedy wszystkie symbole sa Jedna-
kowo prawdopodobne. Jest to logiczne, gdyz jakiekolwiek zréz-
nicowanie prawdopodobieristw wprowadza uporzgdkowanie, ktére
musi zmniejszaé entropie. Prazy skrajnie duzym uporzgdkowaniu,
jedno z wydarzen jest pewne a inne niemozliwe, entropia jest
réowna zeru./Czlény w sumie, odpowiadajgce Py = 0 zerujg sie
dzigki pierwszemu czynnikowi, a cziony dla pJ = 1 zerujg sie
dzigkl drugiemu czynnikowi, w rezultacie wzdér /131/ zamienia
si¢ w sume samych szer/.

czonodci wprowadzona przez Hartleya

16. Druga zasada termodynamiki méwi, ze w ukladzie fizycz-
nie odosobnionym entropia moze tylko wzrastaé. Po przetiuma-
czeniu na jezyk cybernetyki ozmacza to, ze kazdy uklad odosob-
niony bedzie dazyl do coraz wiekszego bezladu. 3wiat nasz Jjest
niewatpliwie ukladem odosobnionym; jak daleko siega obserwa-
cja w gigb kosmosu, wszedzie zachodzs procesy wzrostu entropii.
Zatem sSwiat dgzy do powszechnego chaosu. Przejawem tej ten-
dencji s3 zaréwno gigantyczne erupcje emergii gwiazd, jak i
mieszanie si¢ dwu gazéw Zawartych w Jednym naczyniu lub roz-
bPadanie sig¢ budowlni wzniesionych przez Czlowieka. Na skutek
tege powszechnego prawa kazda struktura, kazda organizacja
Poddawana jest wplywom otoczenia dazacym do Jej dezorganiza-
cji. Sa jednak we Wszechdéwiecie enklawy wzglednie odosobnio-
ne, ktdére idg pod prad i dazg do zwigkszenia swej organizacji
Wwewngtrznej. Sg to organizmy zywe, a wéréd nich my sami.

Proces powstawania nowego nowego organizmu, kiedy to z
hieksztaltnego zarpdka tworzy sie wielokroé od niego wyzej
zZorganizowany osobnik derosly jest wydarzeniem, ktérego
Powszechnos$é w naszym otoczenin maskuje nieco jego unikalnosé
® skali kosmosu. Proces ten jednak odbywa sig kosztem wiele-
kroé wigkszych wzrostéw entropii w etoczenium, z kiérym orga-
Dizm kontaktuje sig, tak ze ogdélny bilans wskazuje Jedyny
Bozliwy w naszym Swiecie kierunek - ku kompletnej anarchii.
21/

R. Hartlej: Transmission of information. Bell System
Techn., f. vol. 7, nr 3, 1928.
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Zreszta proces dezorganizacji nie oszozedza 1 organizméw Zy-
wych, . dlatego starzejemy si¢ i umieramy. Jednak przezywa i

odradza sie wciaz na nowo gatunek, jedyny twér, zmany cyber-
netyce, nie podlegajacy prawu wzrostu entropii. Prawu, ktd-

rego konsekwencje sg chyba jeszcze bardziej pesymistiyczne

niz twierdzenia G&dla.

2. Informacja

i. Skoro potrafimy okreflié ilosciowg miare niewiedzy
/nieokredlonoéci/, mozemy iLez okredglié ilosé informacji,
przyréwnujge ja do ilesci nieokreélonosci, jaka informacja
ta usunela. Méwigc prosciej, jedli poczatkowo pewna sytuacja
charakteryzowala sie pewng nieokreélonodcig, a nastegpnie
otrzymalismy wiadomosé, ktéra usunjla nieokreslonosé /H/A/
po otrzymaniu wiadomoséci wynosi 0/, to powiemy, ze ilosé. in-
formacji otrzymanej z tg wiadomoscia /% bitach, nitach lub
hartleyach/ jest réwna iloéciowej mierze owej poczgtkowe}]
nieokreslonosci. 9
TEST 1
P. Jaka 110$éé informacji / w bitach/ otrzymamy uzyskuigc odpo-~

wiedZ na pytanie, posiadajace jedynie dwie mozliwe /i jed-

nakowo a priori prawdopodobne/ odpowiedzi?

XXX
0. Jeden bit.
Jesli nie odpowiedzialeé, musisz niestety wracaé¢ do
poprzedniego rozdzialu 1 przeczytadé jeszcze raz punkty 5,
T, By 19, 2O a3t
P. Ile pytan trzeba postawié w grze, polegajgcej na odpowia-
daniu jedynie "tak" lub "nie", aby uzyskaé od przeciwnika

3 bity informacji?
XXX

0. Trazy.




Jedli masz wgtpliwosdei, Przypomnij sobie postulat za-

warty w punkcie 8 poprzedniego rozdzialu.

P. Ile informacji niostaby jedna litera alfabetu, gdyby prazy-
Jac, ze wszystkie litery wystepuja z jednakowynm prawdopodo-
biedistwem i ze jest' ich 32 /odstep migdzy literami Jest
réwniez literag/?

XXX
it ol i L P p ¢ .

0. Pigé bitéw flog, 32 ='log, 2° '= 5/ Zastosowalidmy wzér 7

ze wzgledu na postulat Jednakowego prawdopodobieristwa 1i-

ter.

‘o

« Ile informacji wnositby przy jednakowo prawdopodobnych 1i-
terach tekst 30 liter? Cazy ilodé informacji rzeczywisdcie

wnoszona przez ten tekst odpowiada obliczonej? Dlaczego?
XXX

0. 2ze wzgledu na postulat z punktu 8 poprzedniego rozdziailu
entropie, a wiec i iloseci informacji wnoszone przez poje-
dyncze symbole mozna sumowad, czyli omawiany tekst wnosi
5 » 30 = 150 bitéw informacji. W rzeczywistosci wnosi Je-
dnak daleko mniej, gdyz litery nie wystepujag w tekscie zu-
Peinie przypadkowo, z Jednakowymi prawdopodobienstwami, a
wprost przeciwnie, wystapienie na przykiad litery "a" jest
% polskim tekscie duzo bardziej prawdopodobne, niz wystg-
Plenie litery "x", a wiec istnieje pewna aprioryczna orga-
nizacja, zmniejszajaca nieokreslonoéé, a tym samym zmniej-
szajgca 1ilosé infoermacji wnoszong przez tekst.

9

2. Tak wigc mozemy ustalié ilosé informacji wnoszona przez
komunikat, Je$li w wyniku odebrania tego komunikatu usunieta
Z0stata nieokreslonosé odpowiedniej wartosci. Zapiszemy to pro-
Stym wzorem:
I/A/ = H/A/ 1 /133
Wzér ten czytamy: informacja o A Jest réwna poczatkowej nie-
Pewnosci co do A.

Mozliwa jest jednak 8ytuacja, w ktdérej otrzymany komunikat




nie znosi niepewnosfci, lecz ja zmienia, na przykiad womczas,
gdy komunikat taki zmienia odpowiednie prawdopodobienstwa sym-
boli. Jaka iloéé informacji wonosi taki komunikat?

Aby odpowiedzieé na to pytanie wprowadzimy pojecie eniropii
warunkowej.

3. Oméwimy najplerw pojecie entropii zdarzenia zlozonego
z dwa zdarzen. Jezeli dwa rozpatrywane zdarzemia s niezalez-
ne, entropia zdarzenia zloZomege, na podstawie pestulatu pun-
ktu 8 poprzedniego rozdzialu, jest rowna sumie emtropii obu
zdarzen:

H/AB/ = H/A/ + B/B/ /134/

Dzieje sig¢ tak w przypadku, gdy prawdopodobienistwo zdarze-

nia zlozonego AB jest réwne iloczynowi prawdopodobienstw tych

zdarzed /jesli zdarzenia sg niezalezne/.

Przyktad 1

Gdy tworzymy dwanliterows nazwe wybierajgc litery w sposéb
zupeilnie przypadkowy i z jednakowymi prawdopodobienstwami, to
prawdopodobiedistwo wybrania okreslonej litery wynosi 3%— , Za-
réwno dla pierwszej, jak i dla drugiej litery. Natomiast
prawdopodobienstwo danegoe napisu dwuliterowego jest réwne ilo-
czynowli tych prawdopodobienstw, jako ze litery sg wybierane

zupeinie przypadkowo, 1 wynesirﬁ%- . 5%—
Entrépia w takim wypadka wynosi H/A/ + B/B/ = 5 + 5 = 10 bi-
tow.

4, Jesli jednak omawiane dwa zdarzenia bedg uszaleznione od
siebie nawzajem, to znaczy jesli fakt, ze znamy pierwszy sym-
bol, Bedzie zmienial rozklad prawdopodobienstw, z jakimi bg-
dziemy wybierali drugi, to mozemy méwié, ze prawdopodobien-
stwo zdarzenia gacznego, polegajgcego na pojawieniu sig¢ zes-
poiu tych dwu symboli; bedzie réwne iloezynowi prawdopodobien-
stwa piermszego symbolu przez prawdopodobienstwo warunknwe
symbolu, pod warunkiem, ze wiemy, jaki jest pierwszy symbol
/jest to jeden z podstawowych faktdéw ustialowych » klasycznym
rachunku prawdopodobiendstwa, ktérego obszerne wyjasnienie
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Nie bedziemy wzoru 1ego wyprowadzall, gdyz

cZesSnie nieskomplisowane Do

to jest zZmudne i dlugle, a
pelegajace jedynie na przekszlalceniach 1 grupcwaniu symbod
Posluzymy sig¢ zamiasi lego pewna analogig.

W przypadku dwu zdarzen miezaleznmych prawdopodobienstiwo
zdarzenia lgczpnegeo jest rowne iloczynowl prawdopodobienstw, a

entropia zdarzenia igcznege jeslL Towna sumie entropii:

-
(X
on

p/AB/ = p/A/ . P/B; B/AB/ = H/A/ + H/B/

¥ przyvpadku dwu wdarzeo zaleznych prawdopodobienstwe zda-
rzenia gcznego jest roéwne iloczynowi prawdopodobiensiwa zda-
rzenia pierwssego przez prawdopodobiensiwe zdarzenia drugiego
pod warunkiem, Ze plerwsze zaszto. Entropia zdarzenia 1gcz-
nego bedzie w tym wypadku rowna sumie entropil zdarzenia plerw-
szego 1 entropii warunkowej zdarzenia drugiego, pod warunkiem
ze pierwsze zaszlo:

p/AB/ = p/A/ P/BIA/ H/AB/ = B/A/ + H/B{A/ /139/

Wzoér powyzszy tgcznie ze wzorem /137/ pozwoli nam W na-
stepoym rozdziale eformutowac twierdzenie o granicznej infor-
macji wzajemnej.

7. Zajmiemy sie teraz zagadnieniem, ktére interesowafo nas
na poczatku tege rozdzialu: jaks iloédé¢ informacji otrzymujemy,
jes$li w wyniku komunikatu zmieniaje sig prawdopodebienstiwa
poszczegélnych realizacji zdarzenia A?

Poczatkowy rozktad prawdopodobiedstw zdarzeunia A powodowal,

ze mialo ono pewng entropie H/A/, kiorg laiwe obliczyC ze wZo-

ru /138/ poprzedniego rozdziatu. Nasigpilo wydarzenie B, w Wy

o

niku czego poszczegdélpe prawdopodobiensiwa realizacjii zdarze-
nia A zamienione zostaly przez odpowiednie prawdopodobiensima
warunkowe /p/A | B/. Nowa entiropia zdarzenia & wynosl leraz
H/Ai B/. ¥ wynikn otrzymania komunikatu E, nasza niepewnoée¢
do zdarzenia A zmienils sig 7 H/2 na H/A ' B SINSZNYR Wiec
bedzie preryvpisanie B ilosci informacii wynoezyce

I A/ = B/A/ = H& B

/B




a 2e nie igtnieje ujemna wartosé ilosci informa-

e} wzorem /140/, moina ce najwyiej nie uzyskaé

w ogole, co nastgpuje przy wypeinieniu warunku

ropia jest zaweze pieujemna, c¢ najwyzej zerowa, wige

acji, Jaka mozemy oirzymal¢ o zdarszeniu A nie moze
bveé wieksza od poczgikowe] nieckresionesci zdarzenia A. Moze

powiednim deborze wiadomosci B

£ie w mastepnym rozdziale

informacii wzajemnej

c Kl 4 bgazien
owodzil 1alogii 3 elementa:

ZI0ZOonego owne Jjes . . dham

prawaopodac
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a kiére za drugie /uzaleinione od poprzedniego/.

dzie mozemy rozZszerzyc WzoI

132,/ z poprzedniego

B/A . B3/ = H/A/ + H/B/A/ = H/B + B/A/B /143/

Wynika z tego, ze nieokreslonos¢ zdarzenia zlozonego moze-
my otlrgymac przez zesumowanla entropii jednego wydarzenia
warunkows entropig drugiego wydarzenia, przy czym oboj
jest, ktore ze zdarzen uznamy za pierwsze.

2. Tymczasem we wzorze na ilesé informacji /745/ z poprzed-
niego paragrafu zdarzenia A 1 B nie sg dowolne, lecz maja
okreélone znaczenie: A jest sytuacjg, o ktdrej checemy sig cze-
goé dowiedzieé, a B jest komunikatem, ktéry otrzymujemy.
Sprébujmy wzér ten poprzeksztalcad

| : - 7 i / . /
I/B A/ = B/A/ - B /A| B/ = H/A/ - H/AB/+ H/B/ =
= H/A/ - B A - B/B| A/ + H/B/ = B/B/- B/B | A/
¥ przeksztalceniach tych dwukrotnie korzystalismy ze wzoru
/143/. Ostateczny rezultat tych przeksztalcenl ma znajomg po-
staé. Oczywiscie, jest to wyrazenie na ilos¢ informacji o zda-

rzeniu B, zawartej w A:
H/B/ - B/B| &/ = I/A; B/ /144/

Coéz wiec wynika ze Izoru/74{y poprzedniego paragrafu, powyi-

SZego wWzoru /74§f i przeprowadzonych wyzej przeksztalcen?
| ! | i 5
I/Bl A/ = H/A/ - B/A| B/ = B/B/ = H/Bi A/ = I/AE B/ /138/

Wynik jest tylez oczywisty, co zaskakujgcy. Okazuje sie,
ze 1l08é informacji, zawarta w komunikacie i dotyezaca zda-
rzenia, jest dokladnie réwna ilosci imformacji zawariej =
zdarzeniu o komunikacie. Istotnie. jesli komunikat zawiera
jaks$ prawde o zdarzeniu /a tylke wtedy wnesi niezerowa infor-
macje/, to musi byé od tego zdarzenia uzaleiniony. Zalem zna-

jac zdarzenie mozemy z réwnym powodzeniem wypowiadac sige ©

ie

m

komunikacie, jak znajsc komunikat, wypowiadaé sig o proce
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trzech literach strescié wyniki konferencji/ lub duza nie-
jednoznacznosé odwzorowania zdarzenia w komunikat, powodujaca,
ze pozostaje spora entropia H/B' A/. Entropia H/B‘ A/ jest
miarg niepewnosci co do tego, Jﬁki komunikat zosténie wysianyy
jesli nawet wiemy, jakie zdarzenie zaszlo. Czlon ten uwzgle-
dnia niedoskonatosci systeméw kodowania i przekazywania in-
formacji, ale o tym dalej.

¥ wyniku dysproporcji pomiedzy duzg réznorodnoscig zdarszein
H/A/, a mala iloscia informacji I/Al B/ pozostaje duza eniro-
pia H/Al B/, bedaca miarg naszej niepewnosci - nawet po otrzy-
maniu komunikatu - dotyczgcej tego, jakie zdarzemie zaszlo.

Mozliwa jest rowniei sytuacja edwrotna. Entropia komuni-
katu jest duza /przeznaczono dugzo liter na napisanie wiadomos-
ci/, ale albo zdarzenie ma mala réznorodnodé /malte H/A//, al-
bo niedokladnie znamy jego przebieg w chwili wysylania komu-
nikatu /duze H/A / /. W wyniku tego ilosé informacji bedzie
znowu mala, a duze bedzie H/B] A/, ktére mozna w tym wypadku
interpretowaé jako stopien dowolnosci komunikatu, o ile zna-
my zdarzenie A. W tym H/B[ A/ miesci sie zresztg tzw. kwie-

cistosé stylu.

5. Sytuacja opisana jest wlasciwie regulsg we wszystkich
komunikatach. Juz sam jezyk, lub jego graficzna postaé - pis-
mo, odznacza sie daleko wieksza entropig, niz niezbedna do
przekazywania tej ilosci informacji, jaks pismo to niesie.
Jak wspomniano wyzej, jedna litera wykazuje entropi¢ rzedu
5 bitéw i taka ilosé informacji moze przenosié. Tymczasem do-
kiadne badania wykazaly, ze informacja przenoszona przez poje-
dyncza litere w tekscie nie przewyzsza 1 bitu, a czgsto bywa
zdecydowanie nizsza. Zjawisko Lo wystepuje we wszystkich sys-
temach przekazywania i przetiwarzania informacji. Zawsze real-
nie przenoszona informacja stanowi zaledwie kilka procent en-
tropii sygnalu, a w przypadkach szczegdélnych moze wynosié
utamki procent. Ten nadmiar informacyjnego potencjalu zawar-

tego w sygnale nosi nazwe R EDUNDANC J I.
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czych symboli i H/B| 4/ = o.

Widzimy wiec, Ze‘istnienie redundancji pomaga wykryé i
skorygowaé znieksztalcenia komunikatu i dlatego jesi ona nie-
zbednym skladnikiem kazdego naturalnege sposobu przekazywa-
nia i przetwarzania infermacji. Nie zdziwi nas zatem wiado-
uoﬁé, ze we wszystkich jezykach stosunek entropii przypada-
jacej na jeden zmak pisarski, do entropii przypadajgcej na
ten sam znak w kontekscie jest orientacyjmnie staly i wynosi
0,2. Znaczy to, ze kazdy jezyk uksztaitowal sig¢ w trakcie
kontaktdéw migdzylmdzkich tak, aby poprzez 80% liczgcy nadmiar
zmniejszyé wrazliwesé ma zakldcenia /np. halasy/ w czasie
przekazywania informacji. W niektérych przypadkach, kiedy za-
lezy nam na szczegdélnmej precyzji przekazywania infermacji,
stosujemy jezyki o jesscze wigkszej redundamcji, np. jezyki
stuzgce do porozumiewania sie z zalogami samolotéw i statkow
kosmicznych sa zlozone ze starannie dobranych sidéw, szczegdl-
nie dobrze rozrdéznialnych.
¥ jezykach tych redundancja dochodzi de 99%.

4. Przekazvwanie informacji przez kanal

i.- Poniewaz istota zagadnien zwigzanych z utratg ileseil
informacji, zachodza podczas obrobki tej informacji jest po-
dobnma w wielu zagadnieniach, rozpatrywaé jg bedziemy na naj-
prostszym mozliwym przykladzie przekazywania informacji.
Ukiad siuzgcy do przekazywania informacji nazwiemy K A N A-
L E M, a jego wejsScie 1 wyjscie polgczone begdzie z ukladami,
ktére nazwiemy odpowiednio N A DA JNIKIEM i 0D -
BIORNIKIEM /rys.89/

Nadajmk Odbiornik

ERERE

Z

Bys. 89. Przekazywanie informacji przez kamatl




2. Sygnaz pna wyjsSciu kanatu Y nie musi byé identyczny z
sygnalem na wejsciu kamalu X. Spowodowane jest to szeregiem
Zyczyn wewnalrz i na zewngirz kanaiu, takich jak niedosko-
natos¢ kanalu /kanal znieksztaica/, dostawanie sie innych sy-
gnaldéw do kanalu, co powoduje, ze sygnal wyjSciowy Y jest fun-

kcjg nie tylko sygnalu wejdciowego X, ale i zakléceé Z itp.
¥ Jjezyku przyjetym w rozdziale pierwszvm niniejszej ksigzki
moglibysémy powiedzieé, ze kanal powinien posiadac¢c tylko jedno
wejscie i mieé transmitancje réwng 1, a tymcza em ma najmniej
dwa wejscia i transmitancje rdézna od 1, zreszts najczesciej

Jest on w wigkszym lub mniejszym stopniu nieliniowy.

3. Wszystkie te eczynniki, ktére powodujg znieksztalcenie
nadawanej wiadomosci nazwiemy w tym rozdziale krétke S Z U-
MAMI inie bgdziemy dociekali ich Zrédei ani podawali. Srod-
kéw zaradezych, a jedynie rozpatrzymy ich wplyw na jakosé
transmisji informacji.

Istnienie szumdw jest logiczng i konieczna konsekwenc ja

prawa wzrostu entropii, nie ludimy sie wiec, ze zdolamy je
calkowicie wyeliminovaé, postaramy sie jednak zabezpieczyé
przesyiang informacje przed ich wplywami przez odpowiednie
KODOWANXNTIE.

4. Kodowaniem nazwiemy przedstawienie tresci informacji
przy pomocy symboli pewnego alfabetu. Naturalmie jedna i te

samg informacje¢ mozna rozmaicie zakodowad, uzywajgec rdznych

alfabetéw lub tego samego alfabetu z innymi znaczeniami
Pisanymi poszczegdlnym symbolom. Przykladami takiego kodowa-
nia sa wiadomosSci podawane alfabetem Morse go lub zakodowans
Przy pomocy "klucza™ np. w celu utajnienia.

Nie ulega chyba watpliwosci, 2e sam proces kodowania nie mo:
zmieniac¢ ilosci informacji zawartej w komunikacie. Scislej

nalezaloby powiedzieé, ze nie moze z w i ¢ k 8 2z y é iloseci

informacji, gdyz nieumiejetne kodowanie moze prowadzié do
utraty informacji. Moze jednak zmieniaé wiel

05¢ redundancji

k
1 chociazby dlatego moze zmieniac podatnos¢ komunikatu na dzia-
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9. Caly komunikat zlozony z pewnej ilosSci symbeli posiada-~

jacych okreslong entropie ma rowniei pewnz entropie, bedaca
iloczynem ilosci informacji, przypadajgcej najeden symbol,
przez ilosé symboli. Wartosé tej calosciowej informacji naz-
wiemy 0BJETOS8CIA INFOEREMACUJI. Objetosé te
mozna przedstawié jako prestopadiescian w pewnym ukladzie
wspilrzadnych. Na osiach tego ukladu bedziemy odkladaé entro-
ple pojedynczego symbolu /drednia/ H, czg¢stotliwosé pojawie-
nia sie symboli /ilosé symboeli przesylanych w ciggu jednostki

czasu/ f i czas przesyiania sygnaiu t.
Iloczyn tych wielkosci jest wiasnie objetoscig informacji

H

Rys.980. Objetosé informa-
cyjna sygnatu

V=HT¢S /148

10. "Objetosé informac)i jest wielkoscia stalg, gdyz okres-
lonag 1l08¢é bitdw przesiaé musimy, natomiast mozemy robié to
narozne sposoby. Mozemy na przykiad zastosowaé system kodowa-
nia przypisujgcy kazdemu symbolowi duza entropi¢, dzieki czemu
bedziemy mogli wyslac¢ niewiele symboli, czyli pracowaé z malg
iloécia symboli przesylanych w ciggu sekundy f, eraz uperamy
sig z transmisjg w krétkim czasie t. Mozemy tez przesylaé sym-
nole niosgce niewiele informacji, ale wysytaé ich duzo, na
przyklad nadajgc dilugi czas itp.

Sposéb przesylania b y * b v dowolny, gdyby nie ogranicze-
nia narzucane przez kanal.

0td2 kanal posiada okredlons pojemnosdé C, ktéra ogranicza
mezliwoSci zwiekszenia pionowego wymiaru objetosci informacjii

H, jako 2e niecelowe jest przesylanie kanalem infermacji o
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entropii przewyzszajacej C, bo i tak szumy caiy ten nadmiar
zZniszczg. Szybkosé nadawania nie moze réwniez by¢é zbyt wysoka,
g€dyz kanal "nie nadazy" informacji przekazywaé i zacznie Ja
zZnieksztaXcac. Ograniczenie to istnieje dla kasdego realnego
kanatu i przedstawiane bywa w postaci okredlenia najwiekszej

mozliwosSci szybkosSci przekazywania wiadomosci F.

ii. MozZzna wiec sobie wyobrazié kanal jako "okienko" o wy-
9

miarach C 1 F /rys. 91/, przez ktdre trzeba "przepchngé®

f -
-Tlr Eoesss
H Vv
! H
| 1

Rys. 91. Zdolnosé przepustowa kanalu

okreslong objetosé sygnalu V. Na szczeScie sygnal jest, jak
%skazalismy wyzej, plastyczny. Mozna mianowicie zmniejszyé
Jego wymiar pionowy /sSrednis entropie symboli/ przez zastoso-
®anie odpowiedniego redundantnego kodowania, jak w przykla-
dzie 1, mozna tez zmniejszyé czestotliwosSé sygnaldw przez wy-
diuzenie czasu nadawania. Objetosé informacji przekazywane j
musi jednak pozostaé bez zmian, a za kazde ograniczenia, Jakie

kana® wprowadzi, zaplacimy wydiuzonym czasem transmicji.

12. Widzimy wiec, ze teoria informacji pokazuje, jak mozna
kanatem o duzej zawartodci szumdw i dopuszczajgcym jedynie po-
wolne nadawanie przekazaé duza i1losé informacji. Rezwiewa je-
dnak réwnoczesnie zludzenia, ze uda sie to zrobié za darmo -
Kazde ustgpsetwo od wymagan wobec kanaiu powoduje spowolnienie
trapswisji. Wymagajmy wiec zawsze dobrych kanalow przekazywa-

i

nia informacj




jakg jest cyberne

25 lat, znajduje sie¢ W

ncigz nowe jej dziedziny,

ne, kostnieja i tracg na znaczeniu. D
obecne)] definitywnie wypowiedziec sig, ¢
zaprezentowane % poprzedanich
reprezentatynny podzbiér tre
cybernetyvki. Wybor takiej a

wany byl obecnym stanenm wi

sowaniami potencjalnych od

Cybernetyka nie okrzepia jeezCIe jake nauka w ostatecznej
formie, Poszczegolme jej dziaiy takie, jak: Teoria ERegulacji
Automatyczne), Teoria Wielkich Systemdw, Teoria Gier, Teoria
Automatds Skonczonych, Teoria algory rytmow, Teoriz Informacji,
nie stanowig dotychczas fragmentéx monolityczne] cazosci,
lecz zbidér odrebnych dziedzimn, z ktdérych kazda rozwija sie w
gnacznym stopniu niezaleznie od pozostalych,a wzigzek pomig-
dzy nimi jest raczej formalny. Przypuszczalnie dalsze badania
gapeinig istniejgoe obecnie luki i cybernetyka stanie si¢ nau-
ka réwnie zmartg jak fizyka. Stan obecny jest jednak od tezo
idealu dosé odlegly.

Zasadniczym walorem cybernetyki, ktory pow eduje, %e stu-
z

p
diowanie je3j nawet na obecnym etapie jej roznoju jest celowe
is

0

i korgystne - jest unimersalnosc i s
opisu zjawisk. Cybernetyka jesl naukq inter:yscyplinarng. le~
250 na pograniczu matematyki, techniki, fizyvkil
ekonomii 1 socjelogii.

Jeanak cybernetyka nie zajmuje si¢ wylacznie kompilowaniem



313

osiggnigé¢ tych dyscyplin szczegdlowych i przenoszeniem osigg-
nigec jednej dziedziny do innych dziedzin.

Gidéwna rola cybernetyki polega na tym, by przez wprowadze-
nie jednolitego aparatu pojeciowego i jednolite] terminologii
utatwié porozumienie pomiedzy specjalistami rdznych dziedzin,
oraz na tym, by przez nadanie obiektom nauk szczegdiowych
nowego, informacyjnego wymiaru przyczyniaé sie do giebszego
rozumienia prawidei ich dziaXania i lepszego czynnego formo-
wania ich wXadciwoscl.

W sferze poznawczej cybernetyka jest czynnikiem inspirujag-
cym, w sferze dziatania wytycza cele i sSrodki optymalnych de-
cyzji, a % sferze wytwérczej daje mozliwosci i metody tworze~-
nia systemdéw o ogromnej ziozonosci oraz efektymne metody ich
badania i sterowania nimi. E

Cybernetyka % przeciwiernstwie do matematyki, podaje nie
tylko metody écisiego opisu zjawisk, ale okresla rdéwniez me-
tody uzyskania danych doswiadczalnych, niezbednych w tym opi-
sle, oraz podaje zasady celowego oddzialywania w celu formowa-
nia tych zjawisk zgodnie z nadrzednymi celami,

Zaleznos¢ cybernetyki od nauk szczegoiowych jest dwukierun-
kowa. Istnieje tu typowe sprzezenie zwrotne, gdyzloybernetyka
bobiera informacje od nauk szczegdiowych, aby analizowac je
swoiml metodami, a nauki szczegolowe mogg uzytkowadé wyniki
tych analiz w celach praktycznych. W szczegolnosci nauki eko-
nomiczne mogg wWiele zyskaé dzieki cybernetycznemu podejsciu.
Metody rachunku ekonomicznego mozna by znacznie wzbogacid
wprowadzajac cybernetyczng teori¢ dynamiki systemdw, teorie
struktur niezawodnych, optymalnego sterowania czy optymalnych
strategii, ktdére moga zmalezic¢ natychmiastowe zastosowanie,
zas teoria wielkich systemow umozliwia kompleksowg analize
2jawisk ekonomicznych, ktore wymykaja sie, ze wzgledu na o-
gromng ziozonos¢, jakimkolwiek mniej subtelnym metodom ana~
lizy. Teoria systemdw dostarcza wygodnego aparatu matematycz—
nego, przydatnego przy formalizacji opisu struktur ekonomicz-
nych, a teoria iniormacji pozwala optymalizowaé przepiyw i
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gromadzénie informacji.
Wprowadzenie metod cybernetyczaych ® ekonomii pozwoli na

lepszg orientacje ® catoksztaicie procescw ekonomiczaych, a

tym samym na optymaliiacje dziatan sterujgcych i informacyj-

nych ® tych procesach., Z tego wzgledu nie jest wskazane ocze-

kiwanie na ostateczne okrzepnigcie cybernetyki, lecz nalezy
zaczgé ja stosowac ® obecnej postaci, gdyz potrzeby praktyki
moggs i powinny askazaé nowe drogi rozwoju teorii cybernety-

cznych.
Aby stosowaé oybermetyke, nalezy Ja mozliwie dobrze poznac.

Praca ta powinna, W zamierzeniach autoréw, zapoznanie to uia-

twié.
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